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Introduction 



Contexte 



La motivation de ce mémoire provient d'une construction classique de résolution des singularités de 
certaines variétés qui sont des quotients par des groupes finis. Plus précisément, soient G un groupe 
fini, W une représentation linéaire de dimension finie de G et v : W W/G le morphisme de 
passage au quotient. En général, le morphisme v n'est pas plat et le quotient W/G est singulier. On 
peut construire une platification universelle de v en considérant le G-schéma de Hilbert Hilb G (M / ). 
Celui-ci paramètre les sous-schémas fermés G-stables de W dont l'anneau des coordonnées est 
isomorphe à la représentation régulière de G comme G-module. On a le diagramme commutatif 
suivant : 

X ^^Hilb G (W0 



W - 



7 

W/G 



où 7r est la famille universelle (plate par définition), p est la projection naturelle et 7 est le mor- 
phisme de Hilbert- Chow qui à un sous-schéma ZdeW associe le point Z/G de W/G. Le morphisme 
de Hilbert-Chow est propre, et c'est un isomorphisme au dessus de l'ouvert de platitude U de v 
(celui-ci consiste en les G-orbites dans W dont le groupe d'isotropie est trivial). On définit la 
composante principale de Hilb G (VF) par 



Hilb G (WO f 



La restriction 7 : Hilb (W) pmn -> W/G est birationnelle et propre. Il est donc naturel de se 
demander si le morphisme 7, éventuellement restreint à Hilb G (VJ^) prin , est une résolution des sin- 
gularités de W/G. Autrement dit, on souhaite connaître les couples (G, W) tels que Hilb G (W) soit 
une variété lisse. Et lorsque Hilb G (VF) est singulier, on veut savoir si sa composante principale est 
lisse. La réponse n'est pas connue en général, mais on a tout de même (entre autres) les résultats 
suivants : 



• Si dim(W') < 2, alors Hilb G (T4^) est une variété lisse. En particulier, si W = A| et si G c 
SL(W), alors Ito et Nakamura ont montré que 7 est l'unique résolution crêpante de W/G 
(voir [IN96, IN99J). Signalons que cette construction joue un rôle clé dans la correspondance 
de McKay. 

• Si dim(W) = 3 et G c SL(W), Bridgeland, King et Rcid ont montré par des méthodes 
homologiqucs que Hilb°(W) est encore une variété lisse, et que 7 est une résolution crêpante 
de W/G (voir [BKROlj L 

• Si dim(W) = 4, alors Hilb G (VK) peut être pathologique. Par exemple, si G c SLçfâ) est le 
groupe tétrahédral binaire et si W est la somme directe de deux copies de la représentation 
standard, alors Lehn et Sorger ont montré que Hilb G (WO prin est lisse, mais que Hilb G (W) 
est réductible (voir (LS08 ). 
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Par la suite, on travaille sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0, et on considère 
la situation plus générale où G est un groupe réductif, W est une représentation linéaire de dimen- 
sion finie de G et v : W -* W//G est le morphisme de passage au quotient. Ici W//G désigne le 
quotient catégorique, c'est-à-dire le spectre de l'algèbre des invariants ^[VF] ; celle-ci est intègre et 
de type fini (car G est réductif), donc W//G est une variété irréductible. En général, comme c'était 
déjà le cas lorsque G est fini, le quotient W//G est singulier et le morphisme v n'est pas plat. On 
dispose toujours d'une platification universelle de v ; celle-ci est donnée par le schéma de Hilbert 
invariant construit par Alexeev et Brion ([AB051 lBrilO| ). On en rappelle brièvement la définition 
(voir la section [ï~ïj pour plus de détails). On note Irr(G) l'ensemble des classes d'isomorphisme 
des G-modules irréductibles et h une fonction de Irr(G) dans N. Une telle fonction h est appelée 
fonction de Hilbert. Le schéma de Hilbert invariant Hilb^(VU) paramètre les sous-schémas fermés 
G-stables Z de W, tels que 

k[Z] = Af®' l < M ) 

MsIrr(G) 

comme G-module. On note 

H := Hilb^WO 

pour alléger les notations. Si h(Vo) = 1, où Vo est la représentation triviale de G, alors on a le 
diagramme suivant : 

X — V. 



W W//G 

où 7r est la famille universelle, p est la projection naturelle et 7 est un morphisme propre qui fait 
commuter le diagramme. Si de plus on fixe h = hw, la fonction de Hilbert de la fibre générique de 
v, alors le morphisme de Hilbert-Chow 7 : % -* W//G est un isomorphisme au dessus de l'ouvert de 
platitude U du morphisme v. En particulier, v est plat si et seulement si T-L = W//G. Par analogie 
avec le cas des groupes finis, on définit la composante principale de H. par 



n pim := T X {U). 

La restriction 7 : H prm -> W//G est birationnelle et propre, d'où la 

Question. Dans quels cas le morphisme 7, éventuellement restreint à la composante principale, 
est-il une résolution des singularités de W//G ? 

Le schéma de Hilbert invariant a été très étudié ces dernières années f |Budl01 ICF091 IJan07l 
JR09, PVSIO] ...]), mais surtout en relation avec des problèmes de classification. Lorsque le groupe 
G est infini, la question précédente est totalement ouverte ! 



Résultats 



Dans ce mémoire, on apporte des éléments de réponse à la question ci-dessus lorsque G est un 
groupe classique et que W est une représentation classique de G. Nous décrivons explicitement H. 
lorsque : 

• G = SL n (k) et W := V mn est la somme directe de n' copies de la représentation standard 
(théorème 1.5.111, 



G = GL n (k), n < 2, et W := V® ni ffi V"*®" 2 est la somme directe de ni copies de la représen- 
tation standard et de 77,2 copies de la représentation duale (théorèmes 2.1.16 et 2.1.251, 



G = O n (k) ou Sp2n(k)-, n < 2, et W est la somme directe de n' copies de la représentation 



standard (théorèmes 3.1.11 et 3.3.15). 



Dans chacun de ces cas, on donne d'une part des équations pour H, et on réalise d'autre part T-L 
comme l'espace total d'un fibré homogène sur une grassmannienne (ou sur un produit de deux 
grassmanniennes lorsque G = GL n (k)). Notre description implique le 
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Théorème A. Le schéma de Hilbert invariant H. est une variété lisse dans les cas suivants : 

• G=SL n (k) et n quelconque, 

• G = GL n (k) etn<2, 

• G=O n (k) etn<2, 

• G = Sp2n(k) etn<2. 

Il convient d'ajouter à cette liste les cas "triviaux" où le morphisme v est plat et le quotient 



W//G est lisse (voir les corollaires 2.1.13 3.1.8 3.2.4 et 3.3.91. Cependant, nous montrons qu'en 
général 7 : H -»■ W//G n'est pas une résolution. 



Théorème B. [théorèmes 2.1.44 3.1.25 et 3.2 



Le schéma de Hilbert invariant H est singulier dans les cas suivants 

• G = GLs{k) efni,ri2>3, 

• G=0 3 (k) et n' > 3, 

• G=S0 3 (k) etn' = 3. 
Dans la section 



1.4.1 



on définit G' un sous-groupe algébrique réductif de Aut (W). L'existence 
d'une opération de G' dans W, W//G et H, telle que tous les morphismes que l'on manipule 
soient G'-équivariants, joue un rôle essentiel dans ce mémoire. Par exemple, pour décrire l'ouvert 
de platitude du morphisme de passage au quotient v : W -* W// G pour les différents groupes 
classiques, il est (presque) suffisant de connaître la dimension de la fibre de v en un point de chaque 
orbite de G' . De même, pour déterminer si H est lisse ou singulier, il suffit (par un argument de 
semi-continuité) de déterminer l'espace tangent de % en un point de chaque orbite fermée. 
Tous les quotients étudiés dans ce mémoire sont munis d'une stratification naturelle 

(*) X c Xx c ... c X N = W//G, 

où chaque Xi est l'adhérence d'une orbite de G' . Lorsque H est lisse (c'est-à-dire dans les cas donnés 
par le théorème A), on montre que le morphisme de Hilbert-Chow 7 s'identifie à la composition 
des éclatements successifs de certaines strates de W//G. Donnons un exemple pour rendre les 
choses plus claires. Soient G = GL 2 (k) et m, n-i > 2, alors W//G est la variété dôtcrminanticllc 
Xi := {M e Ain 2 ,n 1 (k) | rg(M) < 2}. Pour résoudre les singularités de X2, on éclate Xo = {0}, puis 
on éclate la transformée stricte de X\ ■■= {M 6 Ai n2 ,n 1 (k) | rg(M) < 1}. La variété obtenue est lisse 
et nous montrons qu'elle est isomorphe à H. De plus, le morphisme de Hilbert-Chow 7 s'identifie 
à la composition de ces deux éclatements. 

On s'est également intéressé aux schémas de Hilbert invariants liés aux réductions symplec- 
tiques. Plus précisément, soient G un groupe classique et 



W:= V s 



■V* 



la somme directe de d copies de la représentation standard et de d copies de la représentation duale. 
La variété W est naturellement munie d'une forme symplcctique qui est préservée par G. On note 
fj, : W -*■ q* , où g est l'algèbre de Lie de G, l'application moment pour l'opération de G dans W, 
et on définit la réduction symplectique de W par 

W///G:= if\Q)HG. 

Dans tous nos exemples le quotient W//G n'est pas symplectique (sauf lorsqu'il est trivial). En 
revanche, les composantes irréductibles de W///G (munies de leur structure réduite) sont toujours 
symplectiques. Lorsque G est un groupe fini, de "bonnes" propriétés géométriques pour W///G 
donnent de "bonnes" propriétés géométriques pour V ed //G, et on espère que cela reste vrai lorsque 
G est un groupe réductif arbitraire. On a par exemple la 

Conjecture (Kaledin, Lehn, Sorger). Si chaque composante irréductible de W///G, munie de sa 
structure réduite, admet une résolution symplectique, alors le quotient V md //G est lisse. 
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Tous les exemples traités dans ce mémoire vérifient cette conjecture. Par ailleurs, lorsque W///G 
est réduit et irréductible, on a encore le morphisme de Hilbert-Chow 

où h s est la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme /x _1 (0) -> /i _1 (0)//G. On note 

n s ■■= mib^C/x-^o)) 

pour alléger les notations (l'indice s est pour symplectique) . Comme précédement, on se demande 
dans quels cas le morphisme de Hilbert-Chow 7, éventuellement restreint à la composante princi- 
pale, est une résolution des singularités de W///G. 

Lorsque G = G m , Û2{k) ou Sp2(k), nous décrivons explicitement H s par des équations. Mention- 
nons que le cas G = Sp2(k) et d = 3 a été traité par Becker dans |BeclOj . Puis, pour certaines 
valeurs de n et de d, nous décrivons la composante principale 7i^ mn comme l'espace total d'un fibré 
homogène sur une variété de drapeaux. Notre description implique le 



Théorème C. [corollaires 2.2.18 3.4.11 et 3.5.12 



La composante principale ~H^ rln est lisse dans les cas suivants 

• G = GL n (k) et 

— d est pair et d < n + 1, 

— n = 1 et d est quelconque, 

— n = 2 et d+ 3, 

• G = O n {k) et 



- d< 



n+l 



— n < 2 et d est quelconque, 
G = Sp 2n (k) et 



n = 1 et d > 3, 
n = 2 et d>h. 



A cette liste s'ajoutent les cas "triviaux" où T~L S = W///G. Nous avons également obtenu la 



Proposition D. [proposition 2.2.20 



Si G = GL n {k) et d> 2n, le schéma T-L s est toujours réductible. 

Toutes les réductions symplectiques W///G qui apparaissent dans ce mémoire sont des adhé- 
rences d'orbites nilpotentes (ou bien des revêtements doubles d'adhérences d'orbites nilpotentes 
lorsque G = SO n (k)). En particulier, ce sont des variétés symplectiques et elles admettent une 
stratification naturelle analogue à (*). 

Pour démontrer les théorèmes A, B et C, on montre dans chaque cas l'existence d'un principe 



de réduction (section 1.5.1 1 qui permet de réaliser % comme l'espace total d'un fibré G'-homogène 



sur une base projective dont la fibre est isomorphe à un schéma de Hilbert invariant plus simple 
que H. Par exemple, pour déterminer % lorsque G = SL n (k) et n' > n, il suffit de le déterminer 
pour n' = n. On n'a malheureusement pas pu obtenir de tel principe de réduction pour SO n (k). 
L'ingrédient clé qui fait fonctionner le principe de réduction est la 



Proposition E. [proposition 1.3.1 



Pour tout M e Irr(G), il existe un G' -sous-module Fm c Hom (M, k[W]) de dimension finie 
qui engendre îlora G (M , k[W]) comme k[W] G , G' -module, et il existe un morphisme de schémas 
G'-équivariant 



jai 



U^Gï{h w {M),F* M ). 
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Une fois que l'on a effectué cette étape de réduction, on fixe B' un sous-groupe de Borel de G' 
et on cherche les points fixes de B' dans % (qui sont en nombre fini dans tous mes exemples). Si 
% admet un unique point fixe Zo, alors "H est connexe et zq appartient à la composante principale 
"H prm . Sinon, on utilise la théorie des bases de Grôbner pour déterminer les points fixes de B' qui 
sont dans W rm . On calcule alors la dimension de l'espace tangent à "H en chacun de ces points 
fixes, et on la compare avec la dimension de W nn . Si toutes ces dimensions coïncident, alors 
nécessairement W rin est une composante connexe lisse de H. Sinon, plusieurs pathologies sont 
possibles. Le schéma H peut être réductible, non réduit ou encore ses composantes irréductibles 
munies de leur structure réduite peuvent être singulières. Déterminer dans laquelle de ces situations 
l'on se trouve est un problème difficile. Je n'ai généralement pas été en mesure de le résoudre. 

Il doit être souligné que la proposition E joue un rôle de premier plan dans tout ce mémoire, 
et qu'elle sera sans doute très utile à l'étude de futurs exemples de schémas de Hilbert invariants. 
On peut montrer qu'il existe un sous-ensemble fini £ de Irr(G) tel que le morphisme 

7* FI &M •• H^W//Gx n Gr{h w {M),F* M ) 

soit une immersion fermée (c'est une conséquence de la construction de H comme sous-schéma fermé 
du schéma de Hilbert multigradué). Ce constat suggère de choisir une représentation irréductible 
"simple" Mi de G et de regarder si 7 x <5 Ml est une immersion fermée de "H. Si tel est le cas, alors il 
faut ensuite identifier l'image. Sinon, on on choisit une autre représentation irréductible "simple" 
M2 et on regarde si 7 x 8 Ml x Sm 2 es t une immersion fermée de %. Cette procédure s'arrête en un 
nombre fini d'étapes et permet de construire une immersion fermée de H qui soit explicite et aussi 
simple que possible. 

Une partie "Questions ouvertes" figure à la fin de ce mémoire. Elle permet de faire le point sur 
les résultats que l'on a obtenus et sur les problèmes qu'il reste à résoudre pour espérer une meilleure 
compréhension des schémas de Hilbert invariants. Ce mémoire s'achève par les annexes A et B. 
Dans l'annexe A, on montre d'une part que les résolutions de W//G données par le morphisme de 
Hilbert-Chow lorsque H est lisse (voir le théorème A) ne sont jamais crêpantes ; on étudie d'autre 
part les liens entre la restriction du morphisme de Hilbert-Chow 7 : H?™ -*■ W///G et les réso- 
lutions symplectiques de la réduction symplectique W///G. L'annexe B est consacrée à l'étude de 
certaines propriétés géométriques des fibres de la famille universelle n : X ->■ H. 



Chapitre 1 

Le schéma de Hilbert invariant 



1.1 Généralités 

L'article d'exposition [BrilO fournit une introduction détaillée aux schémas de Hilbert invariants. 
Dans cette section on donne quelques définitions et propriétés fondamentales de ces schémas. 

On suppose que le lecteur a des notions de base de la théorie des schémas ([Har77]). la théorie 
des groupes algébriques linéaires f |Bor91| ) et la théorie des représentations des groupes algébriques 
réductifs ([FH91J. On travaille sur un corps k algébriquement clos de caractéristique et tous les 
schémas considérés par la suite sont supposés séparés et de type fini sur k. Pour nous, une variété 
sera toujours un schéma réduit et irréductible. Soient G un groupe algébrique réductif et Irr(G) 
l'ensemble des classes d'isomorphisme des G-modules irréductibles. On note Vq la représentation 
triviale de G. Si N est un G-module rationnel, alors on a une décomposition de N en G-modules 
irréductibles : 

(1.1) N= © AT (M) ®M 

Melrr(G) 

où N/m\ ■= Hom (M,N) est l'espace vectoriel des morphismes G-équivariants de M dans N. Le 
G-module N(m) ® M s'appelle la composante isotypique de N associée à M et dim(N(M)) es t l a 
multiplicité de M dans TV. On note N = {0,1,...} l'ensemble des entiers naturels. Si pour tout 
M e Irr(G) on a dim(7V( M )) < oo, alors on définit 

h : Irr(G) -)• N 

M » àim(N (M) ) 

la fonction de Hilbert du G-module N. Plus généralement, on appelle fonction de Hilbert une 
fonction h : Irr(G) ->• N. 

Soient S un schéma, Z un G-schéma et tt : Z -»• S un morphisme affine, de type fini et G- 
invariant. D'après jBrilOL §2.3], le faisceau T ■= ir*Oz admet la décomposition suivante comme 
Os, G-module : 

(1.2) T = © F {M) ®M 

Melrr(G) 

où l'opération de G dans T est induite par l'opération de G dans chaque M, et chaque J~(m) '■= 
Hom G (M, T) est un ^ rG -module cohérent. On dit que la famille tt est à multiplicités finies si T G 
est un Og-module cohérent. Si de plus 7r est plat, alors chaque ©g-module F{m) es t localement 
libre de rang fini (et ce rang est constant sur une base connexe) . Toutes les familles considérées par 
la suite seront supposées plates et à multiplicités finies. 

Définition 1.1.1. Soient h : Irr(G) -* N une fonction de Hilbert et W un G-schéma affine. On 
définit le foncteur de Hilbert Hilb%(W) : Sch op -> Ens par : 

Z sous-schéma fermé G-stable, 
7r morphisme plat, 

7T*02 = © M6 Irr(G) ?M®M, 

Tu loc. libre de rang h(M) sur Os- 



Z^ ^SxW 

Pl 



y 
s 
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On fixe W un G-schéma affine. On appelle famille plate de G-sous-schémas fermés de W au 
dessus de S un élément (tt : Z -* S) e Hilb h (W)(S), avec h est une fonction de Hilbert arbitraire. 
D'après |BrilO| Theorem 2.11], le foncteur Hilb h (W) est représenté par un schéma quasi-projectif 
Hilb^VF) : le schéma de Hilbert invariant associé au G-schéma affine VF et à la fonction de Hilbert 
h. On note \Jmv%(W) c W x Hilb* (W), muni de la seconde projection, la famille universelle 
correspondante. Par définition, la famille universelle vérifie la propriété suivante : pour tout (tt : 
Z -*■ S) e Hilb h (W)(S), il existe un unique morphisme g: S -* Hilb^(VF) tel que 

Z = \Jmvf l (W)x ïïilh a {w) S. 

Remarque 1.1.2. La construction du schéma de Hilbert invariant par Alexeev et Brion repose sur 
une réduction (via la théorie des représentations) au schéma de Hilbert multigradué construit par 
Haiman et Sturmfels dans [HS04 . 

G 

L'algèbre des invariants k[W] c k[W] est de type fini, donc c'est l'algèbre d'un schéma affine 
W//G, muni d'un morphisme de passage au quotient v : W -*■ W//G. On dit que W//G est le 
quotient catégorique de W par G. Les propriétés du quotient W//G sont données dans jSBOOl §3], 
en particulier : 

• si W est irréductible (resp. réduit), alors W//G est irréductible (resp. réduit), 

• si W est normal, alors W//G est normal f jSBOOL §3.2, Théorème 2]), 

• si W est un G-module rationnel, alors W//G est de Cohen-Macaulay f |SB00l §3.4, Théorème 
4]), 

• si W est un G-module rationnel de dimension finie et si tout caractère multiplicatif de G est 
trivial, alors W//G est de Gorenstein QSBOOI §4.4, Théorème 4]). 



Le lemme 1.1.3 et la proposition 1.1.6 qui suivent sont démontrés dans [BrilOi Proposition 3.15], 



nous en redonnons les démonstrations avec plus de détails. 

Lemme 1.1.3. Soient G un groupe algébrique réductif, W un G-schéma affine, h une fonction de 
Hilbert telle que h(Vo) = 1, S un schéma arbitraire et (tt : Z -> S) € Hilb fl (W){S). Alors il existe 
un morphisme f : S -*■ W//G tel que le diagramme suivant commute : 

(1.3) Z P2 > W 



S W//G 

Démonstration. On note P2 '■ Z -*■ W le morphisme obtenu en composant l'inclusion Z ■-»• S x W 
avec la seconde projection S x W -> W. Montrons que T G = Os via le morphisme tt# : Os T : 



Melrr(G) 

Puis, 7T induit le morphisme Os -*■ Fv a = J 7G entre Os-modules localement libres de rang 1. Or, 
pour chaque point fermé s e S(k), la fibre de Os en s vaut 

O s (s) := Os,s/M s = k(s) = k 

puisque k n'admet pas d'extension de dimension finie, et la fibre de Ty en s vaut : 

T Vo {s) = (TT*O z f(s) = (ir*O z f®k(s) = ((n*O z )®k(s)f = k[Z s f = k. 

Et sur chaque fibre, le morphisme (f>{s) : k -*■ k est un isomorphisme. Donc, d'après le lemme 
de Nakayama, pour chaque s e S(k), le morphisme <p s : Os,s Fv ,s es t un isomorphisme, et 
donc 4> es t un isomorphisme. Autrement dit, le morphisme tt : Z -»• S induit un isomorphisme 
7r//G : Z//G -*■ S. On note / : S -*■ W//G l'application obtenue en composant (tt/JG)^ 1 avec 



l'inclusion Z//G c W//G et on vérifie alors que / fait commuter le diagramme (1.3). □ 
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D'après le lemme [ï.l.3| et par définition du produit fibré, on a une immersion fermée Z 
S*w//gW. On a donc le diagramme commutatif suivant : 

(1.4) Z<~^-^ Sx w//G W P2 > W 



-W//G> 

Pi 



I 



S > W//G 



Soit h une fonction de Hilbert telle que h(V ) = 1. Si l'on prend S = m\b%(W) dans le lemme 



1.1.3 



alors on obtient l'existence d'un morphisme 7 : Hilb^(VF) -> W//G tel que le diagramme 
(1.4) commute. Ce morphisme 7 est appelé morphisme de Hilbert-Chow et va jouer un rôle très 
important par la suite. Ce morphisme est propre ([BrilO, Proposition 3.12]) et donc projectif. 

On suppose dorénavant que le schéma affine W est réduit (mais non nécessairement irréductible) 
et que W//G est irréductible. D'après |Eis95, Theorem 14.4], le morphisme v : W -*■ W//G est plat 
sur un ouvert non vide de W//G. On note (W//G) t le plus grand ouvert de platitude. 



Définition 1.1.4. La décomposition ( 1.2 ) implique que toutes les fibres au dessus de (W//G)^ ont 
la même fonction de Hilbert. On note h\y cette fonction de Hilbert ; celle-ci est égale à la fonction 
de Hilbert de la fibre générique de v. Enfin, on note H := Hilb^ (W) et X := Univ^ (W). 

Remarque 1.1.5. Si l'une des fibres de v au dessus de (Wf/G)^ est isomorphe au groupe G, alors 
hw(M) = dim(M) puisque 

k[G] = M œdira(M) 

Melrr(G) 

comme G-module à gauche. 

La proposition qui suit fournit un rôle privilégié à hw '■ 

Proposition 1.1.6. Soient G un groupe algébrique réductif, W un G-schéma affine, v : W -» W//G 
le morphisme de passage au quotient, (W //G)^ l'ouvert de platitude de v et h = h\y la fonction de 
Hilbert de la fibre générique de v . Alors 7 induit un isomorphisme 

Démonstration. Quitte à remplacer W par un ouvert affine G-stable contenu dans v _1 ((H / //G) < .), 
on peut supposer que v est plat sur W. On souhaite montrer que, dans ce cas, 7 : H -*■ W//G est 
un isomorphisme. On fixe S un schéma arbitraire, (tt : Z -> S) e Hilb c f w (W){S) et on reprend les 



notations du diagramme ( 1 .4 1 



Par hypothèse, v est plat sur W, donc pi : S *w//G W S est une famille plate dont chaque 
fibre F s a pour fonction de Hilbert h\y. De même, par définition, n : Z -*■ S est aussi une famille 
plate dont toutes les fibres Z s ont pour fonction de Hilbert hw- Ensuite, on a le morphisme surjectif 
de Os-modules Pi*Osx w//G w ^*Oz- Mais les morphismes ix et pi sont tous deux G-invariants, 
donc il s'agit en fait d'un morphisme de Os, G-modules. On en déduit, pour chaque M e Irr(G), un 
morphisme surjectif de Og, G-modules : (pi*Osx w//G w)(M) ( 7T *Oz)(m) - En passant aux fibres, 
on obtient pour chaque s e S(k) le morphisme surjectif : 

Or, par définition de Z et par hypothèse sur v, les espaces vectoriels k[Z s ]^ M ^ et k[F s ]^ M ^ 
ont la même dimension hw(M) et donc k[F s ]^ M ^ = k[Z s ]^ M y D'après le lemme de Nakayama 
(Pi*&Sx w//a w)(M) = ( 7r *Oz)(M), d'où un isomorphisme Z = Sx w y G W. Il s'ensuit que W //G re- 
présente le foncteur de Hilbert, v : W -*■ W// G est la famille universelle et 7 : H -*■ W//G est un 
isomorphisme. □ 

Définition 1.1.7. On définit la composante principale de H par 



H plln := 7~ 1 ((W?)J. 

La variété "H prm est une composante irréductible de W cd , le schéma de Hilbert invariant H muni 
de sa structure réduite. La restriction du morphisme de Hilbert-Chow 7 : "H prin -»■ W//G est un 
isomorphisme au dessus de (W//G) 1t et donc un morphisme birationnel et projectif. 
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On termine cette section avec la proposition suivante ( |BrilOi Proposition 3.10]) 



Proposition 1.1.8. Soit G' un groupe algébrique tel que G' c Aut G (W) , alors G' opère dans 
le schéma de Hilbert invariant H, et dans X c W x % de telle sorte que tous les morphismes qui 



apparaissent dans le diagramme (1-4) soient G'-équivariants 



x 



Remarque 1.1.9. Sous les hypothèses de la proposition 1.1.8 le morphisme 7r# : Ou tt*(D 
est un morphisme de G'-modules, et les J~(m) qui apparaissent dans la décomposition (1.2) sont 
des Os, G'-modules. 



1.2 Points fixes pour l'opération d'un groupe de Borel et es- 
paces tangents 

On fixe un sous-groupe algébrique G' c Aut (W) et un sous-groupe de Borel B' c G' . Dans cette 
section, on démontre une série de lcmmcs qui seront utiles par la suite pour montrer des résultats 
de connexité et déterminer les espaces tangents en certains points de %. 

Lemme 1.2.1. On suppose que W//G admet une unique orbite fermée pour l'opération de G' et 
que cette orbite est un point x. Alors chaque fermé G' -stable de "H contient au moins un point fixe 
pour l'opération de B' . Si de plus T-L admet un unique point fixe de B' , alors T-L est connexe. 

Démonstration. Le morphisme 7 est projectif et G'-équivariant donc la fibre ensemb liste 7 _1 (x) 
est une G'-variété projective. Soit G un fermé G'-stable de T-L, alors 7(G) est un fermé G'-stable 
de W//G. Donc x € 7(G), autrement dit C n •y^ 1 (x) est non-vide. Donc Cn7 _1 (i) contient au 
moins un point fixe pour l'opération de B' , d'après le théorème de point fixe de Borel ( |Bor91|, 
Theorem 10.4]). Enfin, chaque composante connexe de T-L admet au moins un point fixe de B', d'où 
la dernière assertion du lemme. □ 



Lemme 1.2.2. On suppose, comme dans le lemme 1.2.1 que W//G admet une unique orbite 



fermée x pour l'opération de G'. Alors on a l'équivalence : 

H - est une variété lisse o { !f 6 dim ^ = «M*** 1 ), et 

I H est connexe. 

Démonstration. Le sens => est clair. Montrons l'autre implication. On note d := dim("H prm ). L'en- 
semble E := {Z e "H rcd | dim(TVH) > d ) est un fermé G'-stable de W cd . On suppose que E 
est non- vide. D'après le lemme |1.2.1| le fermé E contient un point fixe de B 1 , noté Zq ; alors 
dim(Tz 'H) > d ce qui contredit notre hypothèse de départ. Il s'ensuit que E est vide et donc 
T-L est une variété lisse. On a supposé de plus que H. est connexe, donc H est irréductible d'où 
H = H prin . a 

Soit Z € Ti(k) et I c k[W] l'idéal de Z. On note R := fc[W]/7 l'algèbre des fonctions régulières 
de Z. On rappelle le résultat important suivant f [BrilOI Proposition 3.5]) : 

Proposition 1.2.3. On a un isomorphisme canonique 

T z H = îlom%(I/I 2 ,R). 

On suppose maintenant que R = k[G] comme G-module, c'est-à-dire pour chaque M e Irr(G), 
on a hyy(M) = dim(M). Soit N un G-sous-module de k[W] contenu dans I tel que le morphisme 
naturel de R, G-modules S : iï® N -*■ I /I 2 soit surjectif ; et soit H un G-sous-module de R® N tel 
que l'on ait la suite exacte de R, G-modules 

( 15 ) R®K R®N I/I 2 ^0 

/al 7 



où l'on note / l'image de f e I dans I/I 2 . 
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Remarque 1.2.4. Le module N est appelé module des générateurs de I/I 2 . Le module TZ est appelé 
module des relations entre les générateurs de I/I 2 . 

Lemme 1.2.5. Si S est un isomorphisme, alors 

dim(Homg(/// 2 , J R) = dim(JV). 
Démonstration. On a l'isomorphisme canonique d'espaces vectoriels : 

Rom^R® N,R) 



f 

(r®rïH f g(n)) 



Rom G (N, R) 
(n h> f{\ ® n)) 
5 



et donc 



dim(Homg(iï<g>7V,i?)) = dim(Hom G (iV, R)) 

= dim(Hom G (7V,fc[G])) 
= dim((k[G]®N*) G ) 
= dim(Mor G (G,iV*)) 
= dim(JV) 

ou l'on note Mor G (G,iV*) 1 'espace vectoriel des morphismes de schémas G-équivariants de G dans 
N* . ' □ 



On applique le foncteur contravariant et exact à gauche Honi7?( . , R) à la suite exacte (1.51 puis 
on prend les G-invariants. On obtient alors la suite exacte d'espaces vectoriels de dimension finie : 



(1.6) 







Romf(I/I 2 ,R) 



Kom%(R®N, R) 



Eom^(R®1l,R) 



Hom G (7V,iî) 



Hom G (^,iî) 



On a donc Tz"H = Im((5*) = Ker(p*). De plus, si l'idéal / est i3'-stable, alors on peut choisir 
pour N et TZ des B' x G- modules tels que tous les morphismes de la suite exacte ( 1.5[ ) soient des 
morphismes de R,B' x G-modules et que tous les morphismes de la suite exacte ( 1.6| ) soient des 
morphismes de B'-modules. 

Lemme 1.2.6. Avec les notations précédentes, on a 

dim(Homg(J// 2 , R)) = dim(N) - rg(p*). 

Démonstration. 

dimÇRom%(I/I 2 ,R)) = dim(Ker(p*)) 

= dim(Homg(iî ®N,R))- rg(p* ) 

= dim(A^) - rg(p*) d'après le lemme [T. 2. 5| 



□ 



1.3 Construction de morphismes équivariants vers des grass- 
manniennes 

Soit G' un groupe algébrique tel que G' c Aut G (W) comme précédemment. Si E un espace vectoriel 
et m un entier, on note Gr(m, E) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension m 
dans E. Le but de cette section est de démontrer la 
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Proposition 1.3.1. Pour tout M e Irr(G), il existe un G' -sous-module Fm c &[WjVm) ^ e dimen- 
sion finie qui engendre k[W]ç M ^ comme k[W] G , G' -module, et il existe un morphisme de schémas 
G' -équivariant 

ô M :H^Gv(h w (M),F M ). 



Démonstration. Avec les notations du diagramme (1.4), l'inclusion X ^ Wx w //qH est G' x G- 
équivariante et donc induit un morphisme surjectif de Ou, G' x G-modules P2*Oux w//G w T 

tt*Ox- Mais P2*0-Hx w//G w = Ou®k[w//G]k[W], où l'on rappelle que k[W//G] = k[W] par défini- 
tion de W//G. On peut alors considérer la décomposition en Ou, G' x G-modules 

(1.7) O n ® k[w//G] k[W]= O n ® k[w//G] k[W] m ®M 

Melrr(G) 

où l'opération de G' dans Ou®k[w//G]k[W] est induite par l'opération de G' dans W (et G' 
opère trivialement dans M). On en déduit, pour chaque M e Irr(G), un morphisme surjectif de 
Ou , G'-modulcs 

(1-8) H ® k[w u G] k[W\ M) -» 3~(m) ■ 

Il s'ensuit que l'espace vectoriel fcfW^]^) engendre ^F(m) = Hom G (M, T) comme Ou, G'-module. 
Malheureusement, fcfl 7 ^]^/) es ^ en général un espace vectoriel de dimension infinie. Cependant, 
M^](a/) es t un -module de type fini, donc il existe un G'-module Fm de dimension finie 

qui engendre comme ^[W^] -module : 

(1-9) k[W] G ®F M ^k[W\ M) . 



Ensuite, on déduit de (1.8| et (|L9| le morphisme surjectif de Ou , G'-modules : 



(1.10) O u ®F M ^T {M) 

où l'on rappelle que T^m) es t un O^-module localement libre de rang hw(M). Or, d'après [EH01, 
Exercice 6.18], un tel morphisme est équivalent à la donnée d'un morphisme de schémas 

S: H -> Gr(dim(F M ) - h w (M) 1 F M ). 

On vérifie que ce morphisme 8 est G'-équi variant. Enfin, on a l'isomorphisme G'-équivariant 

Gr(dim(F M ) - h w (M),F M ) = Gv(h w (M),F M ) 

ce qui termine la preuve de la proposition. □ 

Remarque 1.3.2. La proposition 1 1 . 3 . Ï] reste vraie plus généralement si l'on considère une fonction 
de Hilbert h telle que h(Vo) = 1. 

On termine cette section par une description ensembliste du morphisme 8m- On rappelle que, 
pour tout G-module M, on a les isomorphismes canoniques suivants : 

, 1U . k[W\ M) := Hom G (A/,À;[M/]) = (M * ® k[W]) G = Mor G (W, M*). 

(m h> 4>(m) f) 4> ® f (w <-* f(w) </>) 

Via ces isomorphismes, les éléments du G'-module Fm c fc[W^](Af) s'identifient à des morphismes 
G-équivariants de W dans M* et l'application 8m est donnée ensemblistement par : 

(1.12) 8 M ■ H(k) - Gr(dim(F M ) - h w (M),F M ), Z » Ker(/ Z ) 

où 

fz '■ Fm -»■ Tm,z 
Q » 1\z 



est l'application linéaire surjective obtenue en passant aux fibres dans (1.10 1 
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1.4 Les différentes situations étudiées 
1.4.1 Les différentes situations étudiées 

Soient E et F des espaces vectoriels de dimension finie sur k, on note Hom(iS, F) l'espace vectoriel 
des applications fc-linéaires de E dans F. On a toujours un isomorphisme canonique 

(1.13) Hom(£,F) = E*®F. 

Nous allons nous intéresser aux cinq situations qui suivent. 



• Situation 1 : soient V et V des espaces vectoriels de dimensions n et n' respectivement. On 
note W := Hom(V, V), G := SL(V) et G' := GL(V). Le groupe G" x G opère dans W de la 
façon suivante : 

(1.14) VweW, V( 3 ',.g)eG'xG, (g',g).w := .g o u> o g'" 1 . 

• Situation 2 : soient F, Vi et V 2 des espaces vectoriels de dimensions n, ni et n 2 e N* respec- 
tivement. On note W := Hom(Vi, V) x Hom(V, V 2 ), G := GL(V) et G' := GX(Vi) x GL(V 2 ). 
Le groupe G' x G opère dans W de la façon suivante : 

(1.15) V(ui,u 2 )eW, V{gi,g 2 )tG\ VgeG, (flH,52.5)-(«i) «2) : = (.9° "i °9\,Qi ° u 2 °9~ X )- 

• Situation 3 : comme la situation 1 sauf que l'on considère G := O(V), le groupe des automor- 
phismes de V qui préservent la forme quadratique q sur V définie par : 

n 

(1.16) Vx:= (xx,...,x n ) e V, ç(xi, . . . ,x n ) := Xi^i- 

1=1 

• Situation 4 : comme la situation 1 sauf que l'on considère G := SO(V) = 0(V) n SL(V). 



• Situation 5 : comme la situation 1 sauf que l'on suppose que n est pair et on considère 
G := Sp(V), le groupe des automorphismes de V qui préservent la forme symplectique fî sur 
V définie par : 
(1.17) 

n/2 

V x := (xi, . . .,!„), y := (yi,. ..,y n )eV, ft(x 1 ,. . .,x n ,yx, ■ ■ ■ ,y n ) '■= XI x 2i-iV2i ~ yn-\Xn- 

i=l 

La situation 1. qui est de loin la plus simple, sera traitée dans la section |1.5.2| Les autres 
situations sont plus compliquées et seront traitées dans les chapitres [2] et [3] Dans chaque situation, 
V est la représentation standard de G et on note V* sa duale. Remarquons que, dans les situations 
3 à 5, le groupe G préserve une forme bilinéaire non-dégénérée, et donc V = V* comme G-module. 
On remarque également que les opérations de G' et G sur W commutent dans les cinq situations, 



donc d'après la proposition 1.1.8 le groupe G' opère dans W//G, dans H et dans X. 

Pour tous p, q e N* , on note M. P:q {k) l'espace vectoriel des matrices de taille px q à coefficients 
dans k. Nous serons amené par la suite à faire des calculs explicites sur des idéaux de /s[W]. On 
fixe donc une bonne fois pour toute des bases 

. B :={&!,..., 6n> de V, 

. S':={c 1 ,...,c n ,}de V, 

• Bi ■■= {ex,.. .,e ni } de Vx, 

• B2 :={/!,...,/«,} de V 2 , 

et on note B* , B'* , B\, B\ les bases duales associées. Via le choix de ces bases, on a des isomor- 
phismes 
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. Rom(V',V)=M n , n ,(k), 

. Jîom(V u V) xRom(V,V 2 )^M n , ni (k) xA4„ 2 ,„(fc), 
. Honi(V^ 2 )=.M„ 2 ,„ 1 (fc). 
Dans la situation 2, on note 

Bi := Stab G -((ei) , (ei,e 2 ) , . . . , (ei, . . .,e ni _i)), 
B 2 := Stab G ,«/i) , (/i,/ 2 ) , • • ■ , (A, • . . , /n 2 -i))- 

Autrement dit, Si (resp. B 2 ) est le sous-groupe de Borel de GL ni (k) (resp. GL n2 (k)) formé des 
matrices triangulaires supérieures. Pour i = 1,2, on note Ui le radical unipotent de Bi et Ti le tore 
maximal des matrices diagonales de £?,;. Alors B' := B\ x B 2 est un sous-groupe de Borel de G', son 
radical unipotent est U' ■= XJ\ x U 2 et T' := T\ x T 2 est un tore maximal de B' . Enfin, on note B 
le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires inférieures de G = GL n (k), U le radical 
unipotent de i? et T le tore maximal des matrices diagonales de B. 
Dans les situations 1, 3, 4 et 5, on note 

B' := Stab G '({ci) , (ci,c 2 ) , . . . , (ci, . . .,cv_i)). 

Autrement dit, B' est le sous-groupe de Borel de G' formé des matrices triangulaires supérieures. 
On note U' le radical unipotent de B' et T' le tore maximal des matrices diagonales de B'. Enfin, 
on fixe B un sous-groupe de Borel de G, on note U le radical unipotent de i? et T un tore maximal 
dans B. 

1.4.2 Rappels concernant la théorie des représentations des groupes 
classiques 

Notre référence pour la théorie des représentations des groupes classiques est [FH91J. Dans cette 
section, on fixe des notations et on rappelle quelques faits qui nous seront utiles par la suite. Soient 

• E un espace vectoriel de dimension finie d, 

• G un sous-groupe fermé, connexe et réductif de GL(E). 

• B un sous-groupe de Borel de G, 

• T un tore maximal de B. 

Le groupe des caractères A := X(T) ne dépend pas (à isomorphisme près) des choix de S et T et 
est appelé le réseau des poids de G. On note $ = <Ï>(G,T) les racines de l'algèbre de Lie g de G, 
c'est-à-dire les poids de T dans g pour l'action adjointe. Le choix de B définit le sous-ensemble 
$ + c $ des racines positives. On note II le sous-monoïde de A engendré par les éléments de $ + et 
on définit un ordre partiel sur A de la façon suivante : 

VA,/U e A, ^<A<=>A-^eIL 

Si M est un G-module irréductible, alors M admet un unique plus haut poids A pour l'ordre partiel 
< et ce poids détermine entièrement M. On note alors M = E\. On appelle poids dominants, noté 
A + , l'ensemble des poids qui apparaissent comme plus hauts poids de G-modules irréductibles. On 
a donc une correspondance bijective 

Ae A + <-» £ A eIrr(G). 

La formule des dimensions de Weyl permet d'exprimer explicitement la dimension de E\ en fonction 
de A ((FHÏÏH Corollary 24.6]). 

Remarque 1.4.1. En pratique, on utilisera la notation S X (E) (resp. T\(E)) pour désigner E\ 
lorsque G = GL(E) (resp. G = SO(E) ou G = Sp(E)). 
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Cas du groupe linéaire 

Soit G ■■= GL(E) le groupe linéaire, alors A est un Z-module libre de rang d et on note {ei, . . . , e d } 
une base de A. Pour un choix approprié de B, on a 

A+ = {riei + . . . + r d e d e A | n > . . . > r d }. 

Si r d > (resp. r\ < 0), alors la représentation S X (E) est polynomiale (resp. duale d'une repré- 
sentation polynomiale). En particulier, lorsque r d > 0, alors E «■ S X (E) est un foncteur appelé 
foncteur de Schur. Si r\.r d < 0, alors il existe 1 < t < d tel que r t > > r t +\ et un unique rf-uplet 
(ki,...,k d ) eN d tel que 

(1.18) A = fciei + k 2 e 2 + ... + k t e t - k t +ie t+ i - ... - k d e d . 



Cas du groupe spécial orthogonal 



Soit G := SO(E) le groupe spécial orthogonal, alors A est un Z-module libre de rang d', où 
d' ■■= E(^) est la partie entière inférieure de |. On note {ei, . . . , e d >} une base de A. Pour un choix 
approprié de B, on a 



A+ = \r 1 e 1 + ... + r d ,e d ,eA 



n > . . . > r d ,- X > ±r d , 
n>...>r d '>0 



sid= 2d' 
sid = 2d' + l 



Cas du groupe orthogonal 

Soit G ■■= O(E) le groupe orthogonal, alors on a la suite exacte naturelle de groupes : 



(1.19) 







SO(E) 



0(E)^^Z 2 







où Z 2 désigne le groupe d'ordre 2. Cette suite est scindée, donc 
(1.20) 0(E) = SO(E)xZ 2 



où l'on identifie 1> 2 à 
deux cas. 



±1 
Id 



. Et ce produit est direct lorsque d est impair. On distingue alors 



1. Si d est impair, alors les représentations irréductibles de G sont paramétrées par les couples 
(A, s) e A + x {±1}, où A + est l'ensemble des poids dominants de SO(E). On note M (resp. 
e) la représentation triviale (resp. signe) de Z 2 . La représentation irréductible de O(E) = 
SO(E) x 7L 2 associée à (A, s) est : 

. r x (E) + :=r x (E)®M sis=l, 
• r x (E)~ := T X (E) ®e si s = -l. 

2. Si d est pair, alors une représentation irréductible de O(E) est soit une représentation irré- 
ductible de SO(E) stabilisée par ï 2 (par exemple la représentation standard si d > 4), soit 
la somme directe de deux représentations irréductibles de SO(E) échangées par Z 2 . Plus 
précisément, si A = + . . . + r d >e d > e A + , alors on peut considérer la représentation de O(E) 
induite : 



si r d > + 0, alors 



\tâf^ E) {Y x {E)) = Y x {E)®Y x ,{E) 



comme 5*0 (E) -module, avec A' = r\€\+. . ■+r d <-\e d <-\-r d <e d < . Le 0(_E)-module Ind^^^rA 
est irréductible et 7L 2 opère en échangeant T X (E) et T X >(E). 
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• si rd' = 0, alors 

ind^ ) (r A (ii;)) = r A ( J B)er A ( J B) 

comme 5 l O(£')-module. Le 0(E)-moàvle IndgQ^L(r \(E)) se décompose en deux mo- 
dules irréductibles T\(E) + et T\(E)~ sur lesquels Z2 opère trivialement et par le signe 
respectivement . 

Et toutes les représentations irréductibles de O(E) sont de cette forme. 
Cas du groupe symplectique 

On suppose que d = 2d' pour un certain d' > 1 et soit G := Sp(E) le groupe symplectique. Alors A 
est un Z-module libre de rang d' et on note {ei, . . . , e<j'} une base de A. Pour un choix approprié 
de B, on a 

A + = {net + ... + r d ,t d , e A | n > . . . > Ta > 0}. 



1.5 Le principe de réduction et le cas du groupe spécial li- 
néaire 

1.5.1 Le principe de réduction 



On utilise la proposition 1.3.1 pour construire, dans les situations 1,2,3 et 5, un morphisme G'- 
équivariant p de H vers un espace homogène G'/P où P est un sous-groupe parabolique de G'. 
Puis, on montre que la fibre schématique de p en eP s'identifie à un schéma de Hilbert invariant %' 



universelle tt : X -*■ 7~L (proposition 1.5.91 



plus "simple" que H (proposition 1.5.6). On obtient ensuite un résultat analogue pour la famille 



Construction d'un morphisme H -»■ G'/P dans la situation 2 

Dans le lemme qui suit, on utilise la théorie classique des invariants pour déterminer un G'-sous- 
module de dimension finie de Hom G (V* , k[W]) (resp. Hom G (V, k[W])) qui engendre ce fc[W] G - 
module. La référence que nous utiliserons systématiquement pour les résultats de la théorie classique 
des invariant est |Pro07| . 

Lemme 1.5.1. 1. Le k[W] G -module k[W], v \ est engendré par ïlom G (V,W*). 

2. Le k[W] G -module k[W]( V *^ est engendré par Rom G (V* ,W*). 

Démonstration. Les preuves étant analogues pour la représentation standard et sa duale, on se 
contente de traiter uniquement le cas de la représentation standard, c'est-à-dire de montrer que le 
morphisme naturel 



(1.21) k[W] G ®Rom G (V,W*) -+k[W] 



(V) 



G 

de k[W] , G'-modules est surjectif. On identifie fe[Wj, l'algèbre des fonctions régulières sur W, 
avec S(W*), l'algèbre symétrique de W. Alors 



k[w\ v) z(s(w*)®v*y 



. (s p (v* ni )®s q (v n2 )®v*y 

p>0.q>0 



(S Pl (V*) (8) ... (8) 5 p "i (V*) (8) S qi (V) ® - ® S q ^ (V) ® V*f. 

Pli-iPtuïO, 



On fixe (pi 1 ...p„ 1> g 1 ,...,«^,)6N ni+na . Alors 



(S P1 (V) (8) ••• ® S p ^ (V*) (8) S qi (V) ® - ® S q ^ (V) ® Vf 
= (k[V e - e V e V* e - e F* e V] (î)1> ..., p „ i , gi ,...,„„ 2 ,i)) G 
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est l'espace des invariants multihomogènes de multidegré {jp\, . . . ,Pm,qi> ■ ■ ■ )<Zn 2 > 1)- O n applique 
l'opérateur de polarisation V défini dans |Pro07 §3.21] : 

G 

(k[V e - e V e V* e - e V* e V r ]( Pl ,..., p „ i , ?li ..., 9 „ 2 ,i ) ) 
S (k[V Pl e - e V p ^ e y* 91 e - e V"* 9 " 2 e V] multi ) G . 

D'après le premier théorème fondamental pour GL(V) (voir |Pro07, §9.1.4]), on a nécessairement 
p + 1 = q, avec p := pi + . . . + p ni et q := q\ + . . . + q n2 et 

(k[V Pl e - e V Pni e V* qi e - e V* 9 " 2 e V] mum f 

est engendré comme espace vectoriel par 

f a :=f[(t | a(i)), ae£, 

où l'on note E g le groupe des permutations de 1, ...,q et pour chaque couple i = l,...,q, 

j = 1, . . . , q, la forme bilinéaire (z | j) sur V p ffi V* g est définie par 

(1.22) Vvt,...,v q eV, Vfa,...,<f> q e V*, (i | j) : («i,...,u g ,0],,...,0 9 ) h- 
Ensuite, d'après |Pro07i §3.2.2, Theorem], le fc[VF] G -modulc 

(S P1 (V*) <8> ». ® S* p "i (V^*) (8) S" 31 (V^) ® - ® S" 9 " 2 (^) ® Vf 
est engendré comme espace vectoriel par 

{nu, a e S,} 

où l'on note 7£ l'opérateur de restitution défini dans |Pro07j §3.2.2]. 
On fixe cr 6 £ g , alors 

/<r=n(ik(i))=( n (* kco) W^c?) i «) 

i=l \i,(r(i)*<j / 

= /;x( -- i (ç)i ? ). 

Donc, pour tous «i,... ,v ni ,v eV et pour tous 4>\,. . . ,4> n2 e V*, on a 

Tlfa(vi, ■ ■ .,V ni , fa,. . . ,fa 2 ,v) = (TZf^Vx, . . . , V ni , fa , . . . , 0„ 2 ) ) X (j) io (v) 

pour un certain 1 < i < n 2 . Or TZf^(vx, . . . ,v ni , fa, . . . , fa 2 ) e fc[iy] G et (u h- (0 ÎO n- io (t>))) e 
Hom G (V, VF*) d'où le résultat. □ 

On note Fi := Hom G (V,W*) et F 2 := Hom G (F*, VF*). On a 

VF* = (Vi®V*)e(V®V 2 *) 
comme G" x G- module et donc F x = V 2 * et i 7 ^ = V\ comme G'-modules. 

Ecrivons explicitement ces deux isomorphismes dans les bases que l'on a fixées, cela nous sera utile 
lors de la démonstration du lemme 11.5.51 On a : 

(1.23) F 2 * = .F\=Hom G (F,VF*), - („ - ([o] , [0 - v - 0])) 

où t) ê V et ([0] , [0 ••• v ••• 0]) e VF* s Hom(V, Vi) x Hom(F 2 , V). Le vecteur colonne 
u occupe la i-ème colonne et les autres colonnes sont toutes nulles. 
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De manière analogue, on a : 



(1.24) 



V 1 = F 2 = Hom G (y\ W*), ej 





/ 


"o" 




\ 



















M 















\ 


\ 





J 


1 



e W*. Le vecteur ligne occupe la j-ème ligne et les autres lignes sont 



où è € V* et 



toutes nulles. 

Puis, via l'isomorphisme ( 1.11 ), le G'-module F\ s'identifie au sous-espace vectoriel de Mor G (W, V*) 
engendré par les n 2 projections linéaires pi,. . . ,p n2 de W = (Vf ® V) ffi (V* <S> V 2 ) sur V* et le 
G'-module F 2 s'identifie au sous-espace vectoriel de Mor G (W,V) engendré par les ni projections 
linéaires qi , . . . , q ni de W sur T^. Avec ces notations, le lemme [ï . 5 . 1 1 admet la reformulation suivante : 
tout morphisme G-équivariant de W dans V* (resp. de W dans V) peut s'écrire comme combinaison 
linéaire de la forme fapi (resp. Y,i fiQi)i où /j e /c[VK] G . Par la suite, on fera parfois l'abus d'écrire 

F 1 = { Pt ,i=l 1 ...,n 2 )cMor G (W,V*), 
F 2 = (q J: j = l,...,n 1 )cMoï G (W,V). 

On note m,\ := h\y(V*), m 2 := h\y(V) et on fait l'hypothèse suivante : 1 < mi < ni, pour 
i = 1,2. Cette hypothèse sera toujours vérifiée dans les exemples que nous allons traiter. Le but est 



simplement d'éviter de construire des morphismes triviaux. La proposition 1.3.1 nous donne des 
morphismes G'-équivariants : 



et 



pi : H -*■ Gr(rai, V]*), Z h- Ker(q ^ q z ) où q e F 2l 



p 2 : H -* Gr(m 2 , V 2 ), Z^Kev(q^qi z ) où qeFi. 



Les grassmanniennes Gr(mi, V*) et Gr(m2,V2) sont des espaces homogènes pour les opérations 
naturelles de GL(Vi) et GL(V 2 ) respectivement, et donc Gr(mi, V^*) x Gr(m2,V2) est un espace 
homogène pour l'opération de G' = GL(Vi) x GL(V2). On note Ei le sous-espace vectoriel de Vf 
engendré par les m\ premiers vecteurs de la base B\ et on note E 2 le sous-espace vectoriel de V 2 
engendré par les m 2 premiers vecteurs de la base B 2 . On a un isomorphisme G'-équi variant 



(1.25) 



Gi( mi ,V{) x Gr(m 2 , V 2 ) = G'/P 



où P est le stabilisateur de (Ei,E 2 ) e Gr(mi,Vf) x Gi(m 2 ,V 2 ) dans G', et donc un sous-groupe 
parabolique. On compose le morphisme pi x p 2 avec l'isomorphisme ( |1.25 1 , on obtient un morphisme 
G'-équivariant : 

p: H-+G'/P. 



Construction d'un morphisme H -*■ G'/P dans les situations 1, 3 et 5 

On commence par énoncer le 

Lemme 1.5.2. Le k[W] G -module k[W](y*) est engendré par Hom (V*,W*). 

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |1.5.1| Les ingrédients clés sont d'une part 
les opérateurs de polarisation et de restitution (|Pro07, §3.2]) et d'autre part le premier théorème 
fondamental pour les groupes classiques f |Pro07l §11.2.1]). □ 
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Remarque 1.5.3. Le lemme [T. 5. 2 est faux pour G = SO(V) si n' > dim(V) > 2. En effet, on vérifie 
que le fc[W / ] G -module est engendré par Kom (V* ,W* ®k[W] n -i). On écarte par la suite 

le cas n' < dim(V) car alors nous verrons que W//SO(V) = W//0(V) et on obtient des résultats 
identiques dans les situations 3 et 4. 

On a Hom. G (V* , W*) = V comme G'-module. On note m := h\y(V*) et on suppose que 1 < m < 
n' . Cette hypothèse sera toujours vérifiée dans les exemples que nous traiterons. La proposition 



1.3.1 nous donne un morphisme G'-équi variant : 

n -+ Gr(m,V'*). 

On note E le sous-espace vectoriel de V* engendré par les m premiers vecteurs de la base B'* et 
P le stabilisateur de E dans G'. Alors Gr(m, V'*) = G'/P, d'où un morphisme G'-équivariant : 

p: H G'/P. 



Réduction 

Soient P un sous-groupe parabolique de G' et F un P-schéma. On considère G' comme une P- 
variété pour l'opération par multiplication à droite de P : 

V g' e G', Vp e P, p.g := g'p' 1 . 

On rappelle que si P est un sous-groupe parabolique de G', alors le morphisme de passage au 
quotient G' -»■ G'/P est localement trivial pour la topologie de Zariski. D'après |Jan03[ §1.5.16], le 
quotient du P-schéma G' x F par l'opération du groupe P est naturellement muni d'une structure 
de G'-schôma. Il s'ensuit que, si X est un G'-schôma muni d'un morphisme G'-équivariant vers 
G'/ P, alors on a un isomorphisme G'-équivariant 

(1.26) X = G'x p F 

où F est la fibre schématique en eP. Et de nombreuses propriétés géométriques et topologiques de 
X peuvent se lire sur F : lissité, connexité, irréductibilité,... 

On se place maintenant dans l'une des situations 1,2,3 ou 5. Le morphisme p : H -*■ G'/P est 
G'-équivariant et donc, d'après ce qui précède, on a un isomorphisme G'-équivariant 

n = G'x p F 

où F est la fibre schématique de p en eP. Pour déterminer T-L comme G'-schéma, on est donc 
ramené à déterminer F comme P-schéma. 

Notation 1.5.4. Si E est un sous-espace vectoriel de V', on note E 1 l'orthogonal de E dans V'* . 
On note : 

mi ._ f Hom(Vi/£'i , V) x Hom(V, P 2 ) dans la situation 2, 

1 Hom(l / '/P ± , V) dans les situations 1, 3 et 5 

• X' := Umv% w (W) et tt' : X' W la famille universelle. 

Lemme 1.5.5. La fibre F du morphisme p est isomorphe au schéma de Hilbert invariant T-L' et 
l'opération de P dans F coïncide, via cet isomorphisme, avec l'opération de P dans T-L' induite par 
l'opération de P dans W' . 

Démonstration. On donne ici la démonstration dans la situation 2, la démonstration dans les autres 
situations est analogue. 

Par définition de F, pour tout schéma S, on a : 

Z sous-schéma fermé G- in variant, 
7r morphisme plat, 

1T*Oz = ©MelrrG Fm®M, 

Tm loc. libre de rang hw(M) sur Os, 
VseS(k), P (Z s ) = E 1 xE 2 . 



MortS, P) 



SxW 

pi 
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Or 



p(Z s ) = E 1 xE 2 <> Pn+l\ Zs 



Qn+1\Z B 



l n 2\Z s 



Z s c Uom(V'/Eï,V) x Hom(V, E 2 ) = W. 



Donc 



Mor(S*,P) 



Z<- 



SxW 

pi 



Z sous-schéma fermé G-invariant, 
7r morphisme plat, 

Tm loc. libre de rang hw(M) sur Os- 



= mibf lw {W){S) 

-Mor^Hiib^CW')) 

où le dernier isomorphisme est une conséquence directe de la définition du schéma de Hilbert 
invariant comme foncteur représentable. Il s'ensuit que F = W comme P-schéma. □ 

D'où la 

Proposition 1.5.6. On a un isomorphisme G' -équivariant 



1>l 



G'x p n' 



n 

g'.z 



Remarque 1.5.7. La fonction de Hilbert h\y qui apparaît dans la définition de W et de X' n'est 
pas égale à la fonction de Hilbert h\y de la fibre générique du morphisme de passage au quotient 
W' -*■ W//G en général et on n'a donc pas de "vraie" réduction dans ce cas. Cependant, dans la 
plupart des exemples que nous traiterons, on aura bien hw' = hw- 

Ensuite, soit 7r : X -> T~L la famille universelle. On note S la composée 

x^n-^ G' /P. 

Le morphisme S est G'-équivariant et munit X d'une structure de fibré G'-homogène. On note F' 
la fibre schématique de 5 en eP, alors d'après (1.261 on a un isomorphisme G'-équivariant 

X = G'x p F'. 

Donc, pour déterminer X comme G'-schéma, on est ramené à déterminer F' comme P-schôma. 

Lemme 1.5.8. On a un isomorphisme F' = X' et le morphisme n\pr : F' -*■ H! s'identifie à la 
famille universelle ir' : X' -* H'. De plus, l'opération de P dans F' coïncide, via cet isomorphisme, 
avec l'opération de P dans X' induite par l'opération de P dans W . 



Démonstration. On identifie H! à un sous-schéma fermé de % grâce au lemme 1.5.5 Par définition 
du schéma de Hilbert invariant, on a le diagramme cartésien 



X' 



H' 



-^X 



■H 



qui induit le diagramme cartésien 

G' x p X'<~ 



IdX7l 

G'x p n ,c - 



G'x p X 

IdXTT 

G'x p H 



G'/P x X 

IdxTT 

g'/p x n 
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On en déduit que le diagramme suivant est cartésien : 

IcLxtt' 

G' x p H' 



4>i 



H 



où l'on note ^2 le morphisme obtenu en composant le morphisme G' x X' -*■ G' /P x X avec la se- 



conde projection G' / PxX -*■ X. D'après la proposition 1.5.6 le morphisme tpi est un isomorphisme. 
donc 7p 2 également. On a donc 



G" x p X' 



G' x p F' 



G'/P 

et donc X' = F' comme P-schêma. 
D'où la 

Proposition 1.5.9. On a un isomorphisme G' -équivariant 

V> 2 : G'x p X' = X 
(g',x)P » g'.x 

Corollaire 1.5.10. On a le diagramme commutatif de G' -schémas suivant : 

G'x p tt' „, p nl , G'x p 7 ' 



(1.27) 



G'x p X' 
X 



■ G'x p n' 

•>pi 

I 




G'x F W'HG 
W//G 



G'/P 



□ 



• G' x p 7r' et G' x p y' sont les morphismes induits par n' et 7' respectivement, 

• ipi et ip2 sont les isomorphismes des propositions \l .5~J\ et \1.579] respectivement, 

• <f> est le morphisme induit par l'inclusion de W//G dans W//G comme sous-variété P-stable, 

• 7' : W -*■ W//G est le morphisme de Hilbert-Chow. 

Démonstration. D'après ce qui précède, la seule chose à vérifier est que le carré de droite est 
commutatif. On considère le diagramme 



(1.28) 



H' 



■H 



W//G 



W//G 



où la flèche du haut est l'immersion fermée donnée par le lemme [ï.5.5| Par définition du morphisme 
de Hilbert-Chow (voir la section [lT| ) , le diagramme (1.281 est commutatif. Puis le diagramme 



(1.29) 



G'x p W 

G'x p 7 ' 

G'x p W'//G 



G'x^n 



G'x p 7 



G'x F WHG 



G'/P x H 

Idx'j 

G'/P x W//G 
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est aussi commutatif et le résultat s'ensuit. □ 

Par la suite, lorsque nous mentionnerons le principe de réduction, nous ferons implicitement 
référence aux propositions |1.5.6| et |1.5.9| Dans la section |1.5.2| nous illustrons le principe de ré- 
duction en traitant le cas de la situation 1. Nous verrons que dans cette situation, le principe de 
réduction permet de "trivialiser" l'étude du schéma de Hilbert invariant. 

1.5.2 Cas du groupe spécial linéaire 

On se place dans la situation 1 : on a G := SL(V), G' := GL(V') et W ■= Hom(V', V). L'opération 
de G' x G dans W est donnée par ÇTÏfy . On note C(Gv(n, V'*)) c A n (V'*) le cône affine au 



dessus de la grassmannienne Gr(n, V'*) identifiée à une sous-variété fermée de V(A n (V'*)) via le 
plongement de Pliicker (|Sha94, §4.1, Example 1]). Dans toute cette section, les points de Gr(n, V'*) 
sont ainsi vus comme des points de F(A n (V'*)). On note Bl (C(Gr(n, V'*))) la variété obtenue 
en éclatant G(Gr(n, V'*)) en 0. C'est aussi l'espace total du fibré en droite 0Gr(n,v*) sur 
Gr(n,V*), c'est-à-dire 

Bl (C(Gr(n,V'*))) = {(x, L) e G(Gr(n, V'*)) x Gr(n, V'*) \xeL}. 

Nous allons démontrer le 

Théorème 1.5.11. Si n' = n > 1, alors H = Aj. et 7 est un isomorphisme. 

Si n'>n> 1, alors H = BZ (G(Gr(n, V'*))) et 7 est l'Éclatement de C(Gr(n,V'*)) en 0. 

En particulier % est toujours une variété lisse et donc 7 est une résolution de W//G lorsque ce 

quotient est singulier. 

Remarque 1.5.12. Si n' < n, alors nous verrons que W//G = {0}, donc le morphisme de passage au 



quotient v : W -*■ W//G est plat et donc H. = {0} d'après le corollaire 1.5.18 De même, si n = 1, 
alors nous verrons que v est l'identité, donc v est plat et H = V'* . 



Le cas n' = n > 1 est le corollaire 1.5.18 Le cas n' > n > 1 est la proposition 1.5.20 La famille 



universelle ir : X -* % lorsque 1 < n < n' est étudiée à la fin de cette section. 
Etude du morphisme de passage au quotient 

Notation 1.5.13. On rappelle que l'on identifie W = Ai n , n '(k) via les bases B et B' fixées dans 
la section |1.4.1| On notera parfois w € W sous forme de vecteurs colonnes ou de vecteurs lignes de 
la façon suivante : 

• w = \C\ ••• G„<] où les Ci sont les vecteurs colonnes de la matrice w et s'identifient natu- 
rellement à des éléments de V, 



Li 



où les Lj sont les vecteurs lignes de la matrice w et s'identifient naturellement à 



des éléments de V'* . 

D'après le premier théorème fondamental pour SL(V) (voir |Pro07l §11.1.2]) l'algèbre des 
invariants fc[W^] G est engendrée par les [i\, . . . , i n ~\, où pour tout w e W et pour tout n-uplet 
1 < ix < . . . < i n < n', on définit [ii, . . . , z„] par : 

(1.30) [h,...,i n ](w):=det([C h - C in ]) . 

On a le morphisme naturel G' x G-équivariant 

Hom(F',F)^Hom(A n (y')>A™(F)), w »A n (w), 

et A n {V) = Vo, d'où un isomorphisme Hom(A n (F'), A n (V)) = A n (V'*). Le morphisme de passage 
au quotient v : W -* W//G est obtenu en composant ces deux morphismes : 

v. Bom(y',V) -+ A n (V'*) 

w h» L± a ... a L n . 



On distingue trois cas de figure 
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• si n' < n, alors W//G = A n (V'*) = {0} et le morphisme v est trivial, 

• si n' = n, alors W//G = A n (V'*) = A* et v(w) = det(w), 

• si n' > n, alors W//G = C(Gr(n, F'*)). 

En particulier, lorsque n' > n, on a ^(W) = A™ (V'*) si et seulement si n = 1 ou n = n' - 1. 

Lemme 1.5.14. La variété quotient W//G est lisse sauf lorsque 1 < n < n' - 1, auquel cas W//G 
admet une unique singularité en 0. 

Démonstration. Si n = 1 ou n' - 1 < n, alors W//G est un espace affine, donc une variété lisse. Si 
1 < n < n'-l, alors W//G = C(Gr(n, V'*)) est un cône affine dans A n (V'*) mais n'est pas un espace 
affine. Et Gr(n, V'*) est une variété lisse, donc le cône C(Gr(n, V*)) est singulier uniquement en 
0. * □ 

La variété W//G est normale ( |SB00| §3.2, Théorème 2]) et de Gorenstein ( |SB00l §4.4, Théo- 
rème 4]) car le groupe des caractères de G est trivial. Lorsque n' > n, la variété W//G est la réunion 
de deux orbites pour l'opération de G' : l'orbite fermée {0} et l'orbite ouverte U ■= W//G - {0}. 

Lemme 1.5.15. Lorsque n' > n, la fibre de v en un point de U est isomorphe à G. 

Démonstration. On identifie V = k n et V = k n via les bases B et £>' fixées précédement. On définit 
A € W = M n ,n'(k) par 

1 si i = j < n, 
sinon. 



et on pose B := v(A) = c\ a . . . a c* . Alors B e U et nous allons montrer que v^{B) = SL n (k). 
On a 

v~ 1 {B) = {w e W \ Li a . . . a L n = c{ a . . . a c*}. 
On décompose chaque e V* dans la base B'* : 

n' 

VI < i < n, Li = 2_, di.jC* 

Alors 



L x A . . . A L n = Y, det {[ C h - C in\) c*i A 

l<ji<...<j„<n' 



■ A S. 



et donc nécessairement 

detfe ». C,l)=f! lorsque (j!,...,^) *(!,..., n), 



1 sinon. 

Il s'ensuit que les Cj sont nuls, pour j = n + 1, . . . ,n r , et que la matrice carrée de taille n dé- 
finie par \C\ •■• C„] appartient à SL n (k). Réciproquement, une matrice w € W de la forme 
[Ci - C n - 0] vérifie v(w) = B. O n en déduit que la fibre de v en B est isomorphe à 
G. □ 



En fait le lemme 1.5.15 est une conséquence d'un résultat de Luna ([S1300, §2.1, Theorem 6]) 
qui dit que, si n' > n, alors v est un G-fibré principal au dessus de l'ouvert U. 

Proposition 1.5.16. • Si n' < n ou n = l, alors v est plat sur W//G tout entier. 

• Si n' > n > l, alors U est l'ouvert de platitude de v dans W//G. 

Démonstration. Si n' < n, alors le morphisme v est trivial donc plat sur W//G = {0}. 

Si n' = n, alors W//G = et v est le déterminant. Dans ce cas, d'après |Har77l Exercice 10.9], le 

morphisme v est plat sur W//G tout entier. 

On suppose enfin n' > n. On sait que v est plat sur un ouvert non- vide de W //G, donc nécessairement 
v est plat sur U par G'-homogénéité. Ensuite, on vérifie que ^ _1 (0) = {w e W | rg(u>) < n - 1} est 
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de dimension (n' + l)(n - 1). D'après le lemme 1.5.15 la dimension de la fibre de v en un point 
de U vaut n 2 - 1. Les fibres d'un morphisme plat ont nécessairement toutes la même dimension, 
donc si n > 1, l'ouvert U est l'ouvert de platitude de v. En revanche, si n = 1, alors W//G est lisse 
et toutes les fibres de v ont la même dimension donc d'après [Har77 Exercice 10.9], le morphisme 
v est plat sur W//G. □ 

Corollaire 1.5.17. Si n' > n, la fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par : 

VM e Irr(G), h w (M) = dim(M). 

On déduit des propositions |1.1.6| et |1.5.16| le 

Corollaire 1.5.18. Le morphisme de Hilbert- Chow 7 est un isomorphisme dans les cas suivants : 

• n' < n et alors % est un point réduit correspondant au schéma W tout entier, 

• n' = n, alors H = Aï et det : W -> Aï est la famille universelle, 



n' > n = 1, alors H =! V* et Id : V 



V'* est la famille universelle. 



Détermination de T~L lorsque 1 < n < n' 

Soient 

• E:=(c* 1 ,...,c* n )eGi(n,V'*) et P := Stab G ,(E), 

• L l'image de E par le plongement de Pliicker Gr(n, V'*) <-*■ P(A n V'*), 

• W' := îlom(V' / E 1 , V) et v' : W' -> W' //G le morphisme de passage au quotient, 

• H' := Wlbh w ,(W) = Al d'après le corollaire [ÏÂÏ8 

• X' := \Jmv% wl (W) et tt' : X' -* H' la famille universelle. 
D'après la proposition 1 1 . 5 . 6 on a un isomorphisme G'-équivariant 

H = G'x p H' 

où P opère dans W par multiplication par l'inverse du déterminant. En particulier % est une 
variété lisse. On a vu que W//G = Gr(n, V'*) et donc P(W//G) = Gr(n, V'*) = G'/P. On rappelle 



que l'on a défini un morphisme G'-équivariant p : "H -> Gr(n, V*) dans la section 1.5.1 
Lemme 1.5.19. Le morphisme 7 x p envoie H dans BIq(W//G). 

Démonstration. D'après la proposition |1.5.16[ le morphisme ^ est plat sur U. Donc, d'après la 
proposition 1.1.6 le morphisme 7 se restreint en un isomorphisme de 7~ 1 (J7) sur U. On note Zq 
l'unique point de H. tel que j(Zq) = c* A . . . A c* . On vérifie que 



Q ■■= Stabc( c i a ... a c* ) 



A 
S G 



(k) etGeGL„,_„(fc) 



Le morphisme 7 est G'-équivariant donc Zo est stable par Q. Ensuite, p est aussi G'-équivariant, 
donc p(Zq) est une droite Q-stable de W//G. Mais W//G admet une unique droite Q-stable qui est 
la droite (cj A ... A c*) et donc 7(^0) € p(Zq)- H s'ensuit que (7xp)(Z ) e Bl (W //G). Puis, comme 
7 x p : "H -> VK//G x P(W//G) est G'-équivariant et que Bl (W//G) est G'-stable, pour chaque 
Z e 7~ 1 (£/), on a (7 x p)(Z) e Bl (W//G). Enfin Bl (W//G) est un fermé de W//G x P(W//G), 
donc (7 x p) 1 (Bl (W//G)) est un fermé de % contenant 7~ 1 ([/), d'où le morphisme de variétés 
7 x p : H^Bl (W//G). □ 

La seconde projection p 2 : BIq(W//G) -> G'/P est un morphisme G'-équivariant et munit donc 
Blo(W //G) d'une structure de fibré en droites G'-homogène au dessus de G'/P. On note P>o la fibre 
schématique de pi en eP et on vérifie que l'opération de P dans P>o = A\ coïncide avec l'opération 
de P dans H'. D'après (1.261, on a un isomorphisme G'-équivariant 

Bl (W//G) = G'x p D . 
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Proposition 1.5.20. Le morphisme 7X p: H -> BIq(W//G) est un isomorphisme. 
Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant : 



(1.31) 



Bl (W//G) 

A 



C"x''7// ? - G'x p Dn 



G'/P 

où l'on note 9 le morphisme de variétés induit par 7 x p tel que le carré commute. Par construction, 
le morphisme est G'-équi variant. Soit 9 e ■ T-L' -* Dq le morphisme P-êquivariant obtenu en 



restreignant 9 à la fibre en eP e G'/P. D'après le corollaire 1.5.10 le morphisme 9 e s'identifie au 



morphisme de Hilbert-Chow 7' : %' -*■ W'//G ; ce dernier est un isomorphisme d'après le corollaire 
|1.5.18| Il s'ensuit que 9, et donc 7 x p, est un isomorphisme. □ 

La famille universelle lorsque 1 < n < n' 

On rappelle que l'on note ir : X -* T~L la famille universelle. Soit T (resp. Vj_, V_) le fibré tautologique 
(resp. les fibrés triviaux de fibre V',V) au dessus de la grassmanienne Gr(n, V'*). Avec les notations 
précédentes, on a 



X = G' x X' d'après la proposition 1.5.9 



= G' x p W' d'après le corollaire [T3Â8| 

Autrement dit, le morphisme p o 7r : X -* G'/P permet d'identifier X à l'espace total du fibré 
vectoriel 

RomiV^/T 1 ,V) =T®V. 

Notre but est d'obtenir une description alternative de X comme sous- variété de W x P(W//G). On 
rappelle que P(W//G) = Gr(n, V'*) et donc, un point de P(W//G) peut être considéré comme une 
droite de W //G ou bien comme un sous-espace de dimension n de V'* suivant le contexte. 

Proposition 1.5.21. On a un isomorphisme G' -équivariant 

X = {(w,L)eWx V(W//G) \ L 1 c Ker(w)}. 
Et la famille universelle s'identifie à (w,L) e X n-»- (v(w),L) € BIq(W //G) . 

Démonstration. On note Z := {(w,L) eWx ¥(W//G) \ L 1 c Ker(ui)}. La seconde projection est 



un morphisme G'-équivariant vers l'espace homogène VÇW//G) = G'/P, donc d'après (1.261, on a 
un isomorphisme G'-équivariant Z = G' x p Hom(V' / Lq , V). Autrement dit, Z s'identifie à l'espace 
total du fibré vectoriel Hom(V' /T 1 , V) au dessus de Gr(n, V'*), et donc Z = X comme G'- variété. 
Ensuite, d'après le corollaire |1.5.10| la famille universelle s'identifie à la composition des morphismes 
suivants : 



G'x p v' 



Bl (W//G) 



Et on vérifie que le morphisme obtenu est bien (w,L) êZ« (i/(w),L) e BIq(W//G). 




□ 



Remarque 1.5.22. Soit Z c W un sous-schéma fermé G-stable tel que k[Z] = k[G] comme G- 
module. Alors Z s'identifie à un point (a:, L) de T-L et est défini comme sous-schéma de W par 

Z = {w e W | L 1 c Ker(w) et v(w) = x} . 

En particulier : 

• Si x + 0, alors Z est isomorphe à SL n (k). 

• Si x = 0, alors Z est isomorphe à la variété dctcrminanticllc {M e M. n (k) \ det(Af ) = 0}. 
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1.5.3 Détermination de la composante principale dans un cas simple 

Dans la section |î. 5. 2| la détermination de T~L s'est faite en trois étapes : 

1. étudier le morphisme de passage au quotient W -* W//G, 

2. montrer que "H = H pim avec le principe de réduction. 

3. montrer que 7 x p est un isomorphisme entre "H prin et Bl (W//G). 

Nous allons voir que l'étape 3 est en fait un cas particulier d'un énoncé plus général (proposition 



1.5.231 



Soient, comme dans la section |1.1| G un groupe algébrique réductif, W un G-schéma affine 
réduit et G' c Aut G (W0 un sous-groupe algébrique. On suppose que G' contient un sous-groupe 
central isomorphe à G m tel que 

• l'opération associée de G m dans W//G a un point fixe qui est l'unique orbite fermée, 

• le quotient X := (W//G\{0})/G m est une unique orbite de G'. 

En particulier W//G est la réunion de deux G'-orbites : {0} et U ■= W//G\{0}. On suppose de plus 
l'existence d'un morphisme G'-équivariant p : H -*■ X. Cette hypothèse est, a priori, très forte, mais 
elle sera vérifiée dans plusieurs exemples que nous traiterons par la suite. Le morphisme de passage 
au quotient v : W -* W//G est plat sur un ouvert non- vide, donc sur U par G'-homogénéité. Si v 
est plat partout, alors "H. = W//G et 7 est un isomorphisme. Sinon, on a la 

Proposition 1.5.23. Sous les hypothèses précédentes, le morphisme jxp envoie isomorphiquement 
H plin dans Bl (W//G):={(f 1 L)eW//GxX \ feL}. 

Démonstration. On a un morphisme G'-équivariant 7 x p : W rin -> W//G x X. Soit yo e U et 
H := Stab(7'(î/o), alors d'après la proposition 1.1. 6[ il existe un unique zq e "H tel que 7(^0) = Vo- Le 



morphisme 7 est G'-équivariant, donc H c Stabc(zo)- De même, le morphisme p est G'-équivariant, 
donc H c P Q := StabG"(/?(,zo))- On note H' le sous-groupe algébrique de G' engendré par H et par 
G m . On a H' c P et 

dim(iî') = 1 + dim(iJ) = 1 + dim(G') - dim(W//G) = dim(G') - dim(P(W//G)) = dim(P ). 

On en déduit que H' = Pq et donc H stabilise un unique point de P(W//G) qui est le point 
correspondant à la droite (yo) de W//G. Il s'ensuit que, pour tout z e 7~ 1 ([/), on a 7 x p(z) 6 
Bl (W//G). Puis, (7 x p)- 1 (Bl Q (WHG)) est un fermé de W lin qui contient l'ouvert 7~ 1 (t/), donc 
c'est W nn tout entier. On a donc montré que 7 x p envoie W rm dans BIq(W//G), il reste à voir 
que c'est un isomorphisme. 

On considère le diagramme commutatif suivant : 



(1.32) W lin — - — ^ Bl (W//G) 




où pi est la seconde projection. Tous les morphismes qui apparaissent dans ce diagramme sont 
G'-équi variants. On fixe x e X et soit P := Stabc(a;), alors X = G' /P. On note F\ et F2 les fibres 



schématiques en eP des morphismes p et pi respectivement. D'après ( 1.26 1, on a des isomorphismes 
G'-équivariant H plin = G' x p F 1 et Bl (W//G) = G' x p F 2 et la restriction de 7 x p à F 1 donne un 
morphisme P-équivariant / : F\ -* F 2 tel que 7 x p s'identifie à G' x p /, le morphisme induit par /. 
Le morphisme 7 est birationnel et propre (voir la section donc 7 x p est birationnel et propre, 
et donc / également. On a bien sûr P2 = Aj., et donc / un isomorphisme. Le résultat s'ensuit. □ 

On fait maintenant l'hypothèse supplémentaire que % = Ji pllD . On a le carré cartésien 

Bl Q (W//G) x w//G W -5->- W 

91 

Bl (W//G) — ^ W//G 
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où qi, qi sont les projections naturelles. La variété Z := q 1 1 (Pi 1 (U)) est une composante irréductible 
de Bl (W//G) x w //G W et on a le 

Corollaire 1.5.24. Le morphisme q\ : Z -*■ BIq(W//G) s'identifie à la famille universelle. 
Démonstration. On considère le diagramme commutatif suivant : 



Bl (W//G) 



X 




où ô est défini comme la composition P2 ° <7i- On fixe xq e X et on note F{ et les fibres 
schématiques en xq des morphismes 5 et j>2 respectivement. On a F% = Aj,, donc d'après |Har77|, 
Proposition 9.7], le morphisme gi^' est plat et donc qi est plat. Par la propriété universelle du 
schéma de Hilbert invariant, il existe un morphisme "0 : BIq(W //G) -*■ T-L tel que le diagramme 
suivant soit cartésien : 

Z ^ X 



Bl (W//G) 



H 



D'après la proposition 1.1.6 et par définition de la famille qi : Z Bl (W//G), le morphisme 



(7x^)01/1 est l'identité sur l'orbite ouverte de Bl (W//G), et donc sur BIq(W//G) tout entier. Or, 
d'après la proposition 1 1 . 5 . 23] 7X/5 est un isomorphisme et donc ip est un isomorphisme. Le résultat 
s'ensuit. □ 

On finit cette section par quelques remarques sur les résultats obtenus. 



• Le morphisme ip qui apparaît dans la preuve du corollaire 1.5.24 est l'inverse du morphisme 
7 x p de la proposition |1 .5.23 



La variété BIq(W//G) est la réunion de deux G'-orbites, et donc la famille universelle qi : Z -* 
BIq(W//G) admet deux types de fibres : les fibres générales, qui sont les fibres en n'importe 
quel point (x, L), avec x + 0, et les fibres spéciales, qui sont les fibres en n'importe quel point 
(0,L). La fibre générale de q\ est bien sûr isomorphe à la fibre générale du morphisme de 
passage au quotient W -* W//G. 



Chapitre 2 

Cas du groupe linéaire 



2.1 Cas de GL(V) opérant dans V en ^ © V*® n ' 2 

On se place dans la situation 2 : on a G := G£(V Q, G' := GL(y'), W := Hom(Vi, V) x Hom(V, V 2 ) 
et l'opération de G' x G dans W est donnée par (1.151. 



2.1.1 Etude du morphisme de passage au quotient 

Les résultats essentiels de cette section sont les propositions |2.1.9| et |2.1.11| qui décrivent les fibres 
et l'ouvert de platitude de v. La plupart des résultats de cette section se trouvent dans [Kra84. 
§11.4.1]. Cependant, d'une part le livre [Kra84j est écrit dans la langue de Goethe, ce qui peut être 
une difficulté pour certains lecteurs, et d'autre part, nos formulations, notations et méthodes sont 
quelque peu différentes. Donc, dans un souci de cohérence et de complétude, nous pensons que 
cette section a pleinement sa place dans ce mémoire. 

D'après le premier théorème fondamental pour GL(V) (voir |Pro07, §9.1.4]), la fc-algèbre des 
invariants fc[W] est engendrée par les invariants (i \ j), où pour chaque couple (i,j),i=l,...,ni, 
j = l, ...,n 2 , la forme bilinéaire (i | j) sur W = (V*®V) ® (V*®V 2 ) = V Bni V*® 712 est définie par 

Il s'ensuit que le morphisme de passage au quotient v : W -*■ W//G est donné par : 
v. Hom(Vi,V) x Hom(V,V2) -> Hom(Vi,V2) 

(ui,U 2 ) H> U2°Ul. 

Et donc 

W//G={feRom(V 1 ,V 2 ) \ rg(/) < n} =: Hom(^, V 2 )- n 
est une variété déterminantielle. 

Si ni, «2 > n, alors la variété W//G est de dimension nrt\ + nn 2 -n 2 , de Cohen-Macaulay ([ACGH85, 
Theorem 3.1]), normale et son lieu singulier est Hom(Fi, V 2 )~ n ~ x f |ACGH85l § II.2.2]). Nous verrons 
dans la section |Â.1| que W//G est de Gorenstein si et seulement si ni = n 2 . 
Sinon, W//G = Hom(Vi, V 2 ) est un espace affine. 
On note 

N := min(ni,n2,n). 

L'opération de G' dans W induit une opération dans W//G telle que v soit G'-équi variant. Cette 
opération est donnée par 

y(g u g 2 )eG', V/ e Kom(Vi, V 2 ), (gi,g 2 ).f ■= 92 ° / ° 9Î 1 
La variété quotient W//G se décompose en N + 1 orbites pour cette opération : 

(2.1) Ui-.= {f e Hom(Vi,V 2 ) I rg(/)=i} 

pour i = 0, . . . , N, les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

(2.2) {0}=ÏÏ^cW[c---cUÛ = W//G. 
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En effet, pour chaque i = 0, . . . , N, on a Ui = Hom(Vi,V 2 )~ 1 '- En particulier, l'orbite Un est un 
ouvert dense de W//G. 

Définition 2.1.1. On appelle nilcône de v, noté Af(W, G), la fibre schématique en du morphisme 
v. 

Certaines propriétés géométriques de Af(W, G) sont étudiées dans |KS11| . En particulier, le 
schéma Af(W, G) est toujours réduit mais il est irréductible si et seulement si ni + n 2 < n f |KS111 
Theorem 9.1]). Nous allons déterminer les composantes irréductibles de Af(W, G) et leurs dimen- 
sions. Soit m € {0, . . . , n}, on définit 



X m ■■= \ (1*1,1*2) e W 



Im(ui) c Ker(u2), 
rg(tti) < min(n 1 ,r7i), 
dim(Ker(u2)) > max(n - n2,m). 



et soit 





X m Gr(m,V) 



ou 



Z m := {(u u u 2 ,L) e Hom(^ 1 ,V r ) x Rom(V,V 2 ) x Gr(m, V) \ Im(ui) cLcKer(« 2 )} 

et les pi sont les projections naturelles. On fixe L e Gr(m, V). La seconde projection munit Z m 
d'une structure de fibré vectoriel homogène au dessus de Gr(m, V), de fibre en Lq isomorphe à 
F m := Hom(Vi,£o) x Hom(V/£o,^ 2 ). Autrement dit, on a Z m = Hom(]4 , T) x HomfV/T, V2) où T 
est le fibré tautologique de Gr(m,V) et V_,Vi,V2 désignent les fibrés triviaux de fibres V : V\ et V2 
respectivement. Donc Z m est une variété lisse de dimension : 

dim(Z m ) =dim(Gr(m,V r )) +dim(Hom(yi, J L ) xHom(y/L ,y 2 )) 
= m(n - m) + n^rri + (n - m)n2- 

Proposition 2.1.2. Chaque X m est un fermé irréductible de W et les composantes irréductibles 
de Af(W, G) sont : 

Xi, i = max(0, n - n 2 ), max(0, n - n 2 ) + 1, ■ ■ ■ , min(n, ni) sin<n\+n 2 , 
X ni si n > ni + n 2 . 

De plus, lorsque m < ni ou m> n - n 2 , l'application pi : Z m -*■ X m est birationnelle. 

Démonstration. Déjà, par définition, les X m sont des fermés de W. Le morphisme pi est surjectif, 
et Z m est irréductible, donc X m est irréductible. Ensuite 

n 

Af(W,G) = {(ui,u 2 ) eRom(Vi,V) xRom(V,V 2 ) \ lm( Ul ) c Ker(u 2 )} = Q X t . 

i=0 



Si ni < n - n 2 , alors 



donc X = X ni . 

Si ni > n - n 2 , alors 



Xq c ••• c X m , 

X ni — "' — X n - n2 

Xn-n2 - 1 "' - 1 X n , 



Xq C ■■• C A max ( 0i „- n2 ) , 
X n ùn{n,ni) - ) "' - 1 X n , 



et on vérifie comme conséquence de la définition des X m qu'il n'y a pas d'autre relation d'inclusion. 
Ensuite, soient 

Z m := {(ni, u 2 , L) e Z m \ rg(ui) = min(m, ni) et dim(Ker(u2)) = max(m, n - n 2 )} 
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et 

X' m '■= {(ui, U2) e X m | rg(ui) = min(m, ni) et dim(Ker(zi2)) = max(m, n - «2)}- 

Alors Z' m (resp. X' m ) est un ouvert dense de Z m (resp. de X m ) et on a Z' m = p' 1 l {X' rn ). Si m < ni 
ou m > n - 712, alors pi : -> est un isomorphisme, donc pi est birationnelle. □ 

Corollaire 2.1.3. La dimension de Af(W,G) est : 

• nn.2 lorsque n < n% - ni, 

• nn-i lorsque n < n\ - ni, 

• \n(n + 2ni + 2ni) + 7 (ni - ni) 2 lorsque |m - ni\ < n < n\ + ni etn + ni — n^ est pair, 

• \n(n + 2ni + 2ni) + \ (n-i - ni) 2 - \ lorsque \n\ - ni \ < n < n\ + 7J2 et n + n\ - ni est impair, 

• nn\ + nri2 - nin2 lorsque n > ni + ni. 

Démonstration. D'après la proposition |2 . 1 . 2] il nous suffit de calculer la dimension des X m pour 
certains m particuliers. On note P(m) := m(n-m) + n\ra + ni(n - m) la dimension de Z m . Lorsque 
m < ni ou m > n - ni, on a àim(X rn ) = dim(Z m ) = P(m). 
Si n > ni + ni, alors 

àim(J\f(W, G)) = dhn(X ni ) = nni + nni - nini. 

Si n < ni + ni, alors 

(min(n,m) \ 
U X i] 
i=max(0,n-n2 ) / 

max dim(Xj) 

z=max(0,n-n2 ) ,...,111111(71, ni) 

max P(ï)- 

z=max(0, n~U2 ),..., min(n,rii) 

On est donc ramené à étudier les variations du polynôme P : 

P'(m) = <=> m = — (n + ni - ni) =: m! . 

Si m' < max(0, n - ni), alors m' < et donc àm\{M{W, G)) = P(0) = nni. 
Si m' > min(n,ni), alors m' > n et donc dim(Af(W, G)) = P(n) = nni. 

Si max(0, n-ni) < m! < min(n, ni), on a deux possibilités : ou bien m! e N et alors dim(M(W, G)) = 
P(m'), ou bien m' £ N et alors dim(Af(W, G)) = P(m' + |). 

Et ces différents cas fournissent le résultat annoncé. □ 

Nous allons maintenant nous intéresser à la description géométrique des fibres de v au dessus de 
chaque orbite Ui. On rappelle que par homogénéité toutes les fibres au dessus d'une orbite donnée 
sont isomorphes, il suffit donc de décrire la fibre de v en un point de chaque orbite. 



Notation 2.1.4. Soit < r < N, on note 



I r Or,ni-r 
0ri2-r,r 0ri2-r,ni-r 



où I r est la matrice identité de taille r. La matrice J r s'identifie à un élément de U r via l'isomor- 
phisme Hom(V r i,V 2 ) = M n2 , ni (k)- 

On fixe r € {0, . . . , N} et on définit 

l\ t ni nl\ 

€ W 





~I r 




I r 


( 











et G r le stabilisateur de w r dans G. On note E r (resp. E*) la représentation standard (resp. duale) 
de G r et Vq la représentation triviale de G r . 
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Lemme 2.1.5. 



G r 



I r 
M 



, M €GL n - r (k)\ = GL n - r (k) 



et V = rVo ffi E r comme G r -module. 

Démonstration. On écrit g e GL(V) sous forme d'une matrice par blocs : g - 



A B 
C D 



alors 



9- 



~i r o" 




~I r 











A = I r et C = 



puis 



d'où g 



I r 




I r 





B = 



I r 

M 



avec M € GL„_ r (fc). Réciproquement, si g est de cette forme, alors g e G r 



Ensuite, le sous-espace vectoriel de V engendré par les n - r derniers vecteurs de la base B est la 
représentation standard de G r et G r opère trivialement dans le sous-espace vectoriel de V engendré 
par les r premiers vecteurs de la base B. □ 



Lemme 2.1.6. L'orbite G.w r c W est fermée dans W, et c'est l'unique orbite fermée contenue 
dans v~ 1 (J r ). 



Démonstration. On a v(w r ) = J r et d'après le lemme 
réductif de G. On applique [SBOO, §1.6.2.5, Theorem 10 



2.1.5 G r = GL n - r (k) est un sous-groupe 



qui nous fournit l'équivalence : 
G.w r est fermée dans W <=> CG(G r ).w r est fermée dans W. 



Puis C G {G r ) 



M 

Xln 



M e GL r (k), A e 
C G (G r ).w r 





'M 


o" 




"M" 1 


o" 


{( 

















où G m est le groupe multiplicatif. Donc 
MeGL r (k)\ 



est un fermé de W, et donc G.w r est une orbite fermée de v 1 (J r ). 

Enfin, d'après [SBOO, §11.3.1, Théorème 1], la fibre v~ l (J r ) contient une unique orbite fermée, d'où 
le résultat. □ 



Définition 2.1.7. Soit x e W tel que l'orbite G.x est fermée dans W et G x le stabilisateur de x 
dans G. Alors, d'après [SBOO, §6.2.1], le G^-module T x (G.x) admet un supplémentaire G^-stable 
M x dans W. La représentation M x de G x ainsi construite est appelée représentation slice de G en 
x. 

Lemme 2.1.8. On a un isomorphisme de G r -modules : 

M Wr = (ni - r)E r ® (n 2 - r)E* ® r(m + n 2 - r)V . 

Démonstration. Par définition de la représentation slice M Wr de G r , on a M Wr = W /T Wr (G.w r ) 
comme G r -module. On déduit du lemme |2.1.5| la décomposition de W comme G r -module : 

W= (V{ ®V)®(V* ®V 2 ) 

= {V* <S> (rVo e E r )) e ((rV ®£> V 2 ) 

= {V* <s> E r ) e (E* <s> V 2 ) e ((V* <s> rV ) e (rV ® V 2 )) 

= n\E r e n 2 E* ® r(ni + n 2 )V . 
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Puis T Wr (G.w r ) = g/g r où l'on note g l'algèbre de Lie de G et g r l'algèbre de Lie de G r . Or 

Q = V*®V 

= (rV e£ r *)® (rV © E r ) 

= (rV ® rV ) © (rV ® E r ) e (£y ® rF ) © ® 



et 



donc 



T Wr (G.w r ) = (rV Q ® rV ) ® (rV ® £ r ) © (££ ® rV ) 
= rE r e r-B* e r 2 Vo 



d'où 



M Wr = W/T Wr (G.w r ) 

= (m - r)E r e (n 2 - r)E* e r(ni + n 2 - r)Vo 

comme G r -module. □ 

On note i/m : M Wr M u;r // G r le morphisme de passage au quotient et 

M(N Wr ,G r ):=v M - l {vM{ti)) 

le nilcône de vm- Le groupe G r opère naturellement dans G par multiplication à droite, ainsi que 
dans J\f(M Wr ,G r ) par définition de vm- On peut donc considérer le quotient 

Gx Gr Af(M Wr ,G r ) 

qui est naturellement muni d'une structure de G-schéma d'après [Jan03 l §1.5.14]. 

(G ) 

Ensuite, on définit (W//G) c W//G l'ensemble des G-orbites fermées de W telles que G r est 

(G ~) 

conjug ué au stabilisateur d'un point de ces orbites. En particulier, G.w r e (W//G) d'après le 
On note W {Gr) := ^((W //G) (Gr) ) c W. Alors, d'après [SBÔÏÏ1 §6.2.3, Theorem 8], 



2.1.6 



lcmmc 

les ensembles (W//Gy Gr ' et W^ Gr ^ sont des sous- variétés lisses de W//G et W respectivement. Il 
s'ensuit que v' := iW(G,.) '■ W^ Gr ^ -*■ (W //G)^ Gr ^ est un morphisme de variétés, et en fait, toujours 
d'après [SBOQ] §6.2.3, Theorem 8], c'est même une fibration de fibre isomorphe (comme schéma) à 

F Wr :=Gx G -M(M Wr ,G r ). 

En particulier, on a 

v~\j r ) = v'~ l (J r ) = Gx Gr N(M Wr ,G r ). 

Soient Fi, F 2 et F 3 des espaces vectoriels de dimensions n±-r, n 2 -r et r{rii+n 2 -r) respectivement 
dans lesquels G r opère trivialement. D'après le lemme |2.1.8| on a un isomorphisme de G r -modules 

M Wr = Hom(Fi,E r ) x Hom(E r ,F 2 ) x F 3 . 

Ensuite, le morphisme de passage au quotient vm est donné par : 

v u : Eom(F 1) E r )xRom(E r ,F 2 )xF 3 - Eom(F 1> F 2 ) x F 3 . 

(u[,u' 2 ,x) ^ (u 2 o U [,x) 

Donc Af(M Wr ,G r ) := uj}(u M (Q)) = vj}(0) = ^(0) avec 



M ■ 



Rom(Fi,E r )xRom(E r ,F 2 ) -* Hom(Fi,F 2 ). 



(u[,u' 2 ) 



La proposition qui suit résume notre étude de la fibre du morphisme v en </,., pour r = 0, . . . ,N. 
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Proposition 2.1.9. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme G-équivariant 

U-\j r )=G^v' M \Q). 

En particulier, si l'on note H := Gn, on a 



Vn) 



G si N = n, 

G/H si N = ni = n 2 < n, 

Gx h Hoiji(En, F 2 ) si N = ni < min(n, n 2 ), 

Gx H Hom(Fi, En) si N = n 2 < min(n,ri 1 ). 



où H opère de la façon suivante dans Hom(i<i, En) x Hom(£'jv, -F2) ■' 

\/heH, V(ui,«2) eKom(Fi,E N ) xKom(E N ,F 2 ), h.{u'i,u 2 ) := (h o u [, u 2 o h' 1 ). 



Comme pour le cas G = SL n (k) étudié dans la section |î.5.2| si N = n, alors jSBOOl §2.1, Theorem 
6] implique que v est un G-fibré principal au dessus de l'ouvert Un- 

Corollaire 2.1.10. Soit r e {0, . . . , N}, alors la dimension de la fibre du morphisme v en J r vaut : 

• nn 2 + nr - n 2 r lorsque n - r < n 2 - ni, 

• nni + nr - nir lorsque n - r < ni - n 2 , 

• ^(n-r)(ni +n 2 ) + |(r + n) 2 + - n 2 ) 2 lorsque \n\ -n 2 \ < n-r < ni +n 2 - 2r et n + ni -n 2 -r 

est pair, 

• - r)(ni + n 2 ) + + n) 2 + \{ni - n 2 ) 2 - j lorsque \ni - n 2 \ < n - r < ni + n 2 - 2r et 
n + ni - n 2 - r est impair, 

• nni + nn 2 - nin 2 lorsque n > ni + n 2 - r. 
Démonstration. D'après la proposition |2 . 1 . 9| : 

dim(z/ -1 (J r )) =dim(G 



- v M 



(0)) 



Enfin, le corollaire 
s'ensuit. 



2.1.3 



= dim(G) + dim(^ f _1 (0)) - dim(G r ) 
= n 2 - (n-r) 2 + dim(^/ 1 (0)) 
= 2nr-r 2 + àim(v' M ~ 1 (Q)). 

donne dim(^^ ^^(O)) en fonction de n, ni, n 2 et r. Le résultat annoncé 

□ 



Pour chaque triplet (n,ni,n 2 ), le corollaire 2.1.10 permet d'une part de calculer la dimension 
de la fibre générique de v, d'autre part de déterminer l'ouvert de platitude de v. 

Proposition 2.1.11. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés 
par le tableau suivant : 



configuration 


dim. de la fibre générique 


ouvert de platitude 


n > max(n l7 n 2 ) 
n = max(n 1 , n 2 ) 
min(ni, n 2 ) < n < max(ni, n 2 ) 
n < min(ni, n 2 ) 


nni + nn 2 - nin 2 
n 2 

nni + nn 2 - nin 2 
n 2 


Un u ••■ u C/ max („ 1+ „ 2 _ n _i i o) 
U N u U N -i 
Un 
Un 



Démonstration. On sait que v est plat sur Un- On distingue alors deux cas de figure. 
• Soit W//G est une variété lisse (c'est-à-dire n > ni ou n > n 2 ), auquel cas d'après |Har77[ Exercice 
10.9], le morphisme v est plat sur l'orbite U r , < r < N - 1 si et seulement si la dimension de la 
fibre au dessus de U r est égale à la dimension de la fibre au dessus de Un- H s'agit donc, pour 
chaque triplet (n, ni,n 2 ), de déterminer les valeurs de r telles que la dimension de la fibre i/~ 1 (J r ) 
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VMelrr(G), h w (M) 



coïncide avec la dimension de la fibre générique. 

• Soit W//G n'est pas une variété lisse (c'est-à-dire m, n 2 > n), alors le critère précédent ne 
s'applique plus. Cependant, les fibres d'un morphisme plat ont nécessairement toutes la même 
dimension, or d'après le corollaire |2.1.10[ la dimension de la fibre de v en J r e U r , r = 0, . . . , N - 1, 
est strictement plus grande que la dimension de la fibre générique, donc U n est l'ouvert de platitude 
de v. □ 

Corollaire 2.1.12. Le morphisme v est plat sur W//G tout entier si et seulement si n > ni+n 2 -l 
et dans ce cas W//G = Hom(Vi, V2). 

Le corollaire qui suit est une conséquence de la proposition |1.1.6| et du corollaire |2.1.12| : 

Corollaire 2.1.13. Si n > ni + ni - 1, alors "H = Hom(Vi, V 2 ) et 7 est un isomorphisme. 

On s'intéresse, dans la proposition qui suit, à la fonction de Hilbert de la fibre générique de v. 
Autrement dit on va déterminer, pour chaque M e Irr(G), la multiplicité hw(M) du G-module M 
dans le G-module k\y~ 1 { Jn)]- On note comme précédement H := Gjv = GL„_jv(fc) le stabilisateur 
de wn dans G. 

Proposition 2.1.14. La fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par : 

C dim(M) siN = n, 

dim(M H ) si N = ni = n 2 < n, 

dim((M®k[Hom(E N , F 2 )]) H ) si N = ni < min(n, n 2 ), 
dim((M<8>fc[Hom(Fi, E N )]) H ) si N = n 2 < min(n, ni). 

Démonstration. On utilise la description de la fibre de v en un point de Un fournie par la propo- 
sition uns 

• Si N = n, alors 

fc[^ _1 (Jiv)] = k[G] = M* ® M 

Melrr(G) 

comme G x G-module, d'où h\y(M) = dim(A/). 

• Si N = ni = n 2 < n, alors 

fc[f"Vjv)] = k[G/H] = k[G] H = M* H <s> M 

Melrr(G) 

comme G-module à gauche et d\m(M* H ) = dim(M H ), puisque H est réductif. 

• Si N = ni < min(n2,n), alors 

k[v~\j N )] = k[Gx H Rom(E N ,F 2 )] 
= fc[GxHom(£ A ,,F 2 )] ff 
= (k[G]®k[Rom(E N ,F 2 )]f 
= M* ®(AI®k[Kom(E N ,F 2 )]) H 

MsIrr(G) 

d'où h w (M) =dim((M®k[ïîom(E N ,F 2 )]) H y 

De même, si N = n 2 < min(ni, n ), alors h w (M) = dim((M®fc[Hom(Fi),S 7V ]) ff )- □ 

Remarque 2.1.15. Lorsque N = ni = n 2 < n et M = nei + ••• + r„e„, on peut calculer dim(M^) 
explicitement en fonction des ri en utilisant les bases dites de "Gelfand-Tsetlin" (voir par exemple 
|Mol06] L 

2.1.2 Etude du cas min(dim(X / ),ni,n2) = 1 

Dans cette secti on, on traite le cas min(n, ni,n 2 ) = 1 qui est très similaire à la situation 1 traitée 



dans la section 1.5.2 On a WjjG = Hom(V r i, V 2 )^ = U x u {0} et p ; H -> Gr(h w (V*),V{) x 



Gr(hw(V), V 2 ) est le morphisme construit dans la section 1.5.1 Si n > ni + TI2 — 1, alors H 



Hom(Vi,V2) d'après le corollaire 2.1.12 on peut donc exclure ce cas par la suite. Il reste les cas 



suivants (où la fonction de Hilbert hw est calculée grâce à la proposition 2.1.141 
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• si n= 1, alors h\y(V*) = hw(V) = 1, 

• si n 2 > ni = 1, alors h<w(V*) = n 2 et hw(V) = 1, 

• si ni > n 2 = 1, alors hw{V) = ni et hw(V*) = 1. 

Si n = 1. alors on a le morphisme p- T~L -* ¥(V{ ) x P(V2) ■ Puis, le plongement de Segre donne 



(2.3) 



[V*) x P(V 2 ) s PCHomCF!, 1/ 2 ) £1 ) = P(W//G) 



et on peut donc considérer le morphisme p : H -*■ P(W / //G). 

Si min(ni, 77,2) = 1 < alors comme ni et «2 jouent des rôles symétriques, on peut supposer que 
7J2 > ni = 1. On a le morphisme G'-équivariant p : "H -»■ P(V2), où GL(Vi) opère trivialement dans 
P(V2). Or, P(W//G) = ¥(V{ ® V2) = P(V2) comme G'-variété et on peut donc considérer, comme 
dans le cas n = 1, le morphisme p : H -> P(W / //G). 

Dans tous les cas, on obtient un morphisme G'-équivariant H -> P(W^//G), où la variété projec- 
tive P(W^//G) est G'-homogène, et donc on peut appliquer la proposition 1.5.23 pour déterminer 
H prin . On note 

Bl (W//G) := {(f,L) eW//G xP(W//G) \ f e L} = O f(w „ g) (-1) 
l'éclatement de W//G en 0. On a la 

Théorème 2.1.16. Si min(ni,n2,n) = 1 et n < ni + n% — 1, alors on a un isomorphisme G'- 
équivariant 

H piin = Bl (W//G) 

et le morphisme de Hilbert-Chow s'identifie à l'éclatement BIq(W //G) -*■ W//G. 

De plus, si n = 1, alors % = "% prln et la famille universelle est le morphisme (u 1 ,7t 2 ,£) e A* h* 

(u2 ° Ui, L) eJi, où la variété X est définie par 



X = \(u u u 2 , L) e W x F(W//G) 



Ker(L) cKer(ui), 
Im(7i2) c Im(i). 



Démonstration. La première partie de la proposition découle de la proposition |1.5.23| 

Ensuite, si n = 1, alors d'après la proposition 1.5.6 et le corollaire 2.1.13 on a un isomorphisme de 



G'-schémas H = G' x Al, où P est un sous-groupe parabolique de G', et donc H = H plln . Enfin, 



pour montrer la partie de la proposition qui concerne la famille universelle X 
comme pour la proposition |1.5.21| 



on procède 
□ 



Remarque 2.1.17. Si n = 1, on considère le diagramme suivant 

F(V{) xP(F 2 ) 





nv 2 ) 



où pi et p 2 sont les projections naturelles. On note Ti (resp. T 2 ) le tiré en arrière du fibré tautolo- 
gique de ¥(Vi) (resp. de P(V2)) et V_ le fibré trivial de fibre V au dessus de P(V]*) xP(V2). D'après 
la proposition ! 1.5. 9 et le corollaire 2.1.13| la variété X s'identifie à l'espace total du fibré vectoriel 

{Ti®V_)®{V^®T 2 ) 

au dessus de ¥(V{) x ¥(V 2 ). 

Remarque 2.1.18. Soient n = 1 et Z c W un sous-schéma fermé G m -stable tel que k[Z] = fc[G m ] 
comme G m -module. Alors Z s'identifie à un point (f,L) de H et est défini comme sous-schéma de 
W par 

u 2 o Ul = /, 
Ker(i) c Ker(iti), 
Im(u 2 ) c Im(£). 



En particulier : 

• Si / + 0, alors Z est isomorphe à <G m . 

• Si / = 0, alors Z est la réunion de deux droites qui se coupent en l'origine. 
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2.1.3 Description de l'algèbre du nilcône 

Dans les sections |2.1.4| et |2.1.5[ nous allons étudier les cas n = 2 et n = 3 respectivement. Comme 
pour le cas cas n = 1 étudié dans la section 2.1.2 nous allons utiliser le principe de réduction (voir 
la section 1.5.1) pour nous ramener du cas ni,ri2 > n soi cas ni = n 2 = n. Le résultat essentiel de 
cette section est la proposition 2.1.21 qui donne la description de l'algèbre du nilcône Af(W, G) 
comme G' x G-module lorsque ri\ = n 2 = n. Cette description nous sera très utile par la suite. 

Notation 2.1.19. On note J l'idéal engendré par les G-invariants homogènes de degré positif de 
k[W]. 

L'idéal J est G' x G-stable par définition. On note 

(2.4) sl(V):={feEnd(V) | tr(/) = 0} 

le G-module irréductible de plus haut poids t\ - e n , où tr(/) désigne la trace de l'endomorphisme 
/. On a V* ® V * End(V) * sl(V) © V et 

(2.5) k[W] 2 = S 2 ((V!®V*)®(V ®V 2 *)) 

= S 2 (Vi ® V*) © (Vi ® V* ® F® V 2 *) ® -5" 2 (^ ® ^2*) 

= (S 2 (Vi) ® S 2 (V"*)) ®(A 2 (Vi) ® A 2 (lH)e(Vi ® v* ®v ® v 2 ) 

© (s 2 (y) ® s 2 ^*)) © (a 2 (f) ® A 2 (y;)) 

= (S 2 (^i) ® S 2 (V*)) © (S 2 (V) ® S 2 (V 2 )) © (A 2 (Vi) ® A 2 (V*)) 
© (A 2 (F) <g> A 2 (F 2 *)) © (Vi ® V 2 ® sZ(V)) © (Vi ® V 2 ® V ) 

comme G' x G-module. Donc Jn k[W] 2 = V\ ® V 2 * ® Vo = Hom(V 2 , Vi) comme G' x G-module et ce 
module engendre l'idéal J. 

On rappelle que l'on a défini les sous-groupes B',T',U' de G' (resp. B,T,U de G) dans la 
section 1.4.1 et que l'on identifie Hom(Vi,V') à M n ,ni(k) (resp. Hom(V,V 2 ) à A4 n2 ,n(k)) via les 
bases B, B\ et i3 2 . La proposition qui suit est prouvée dans jKSIll §9] : 

Proposition 2.1.20. Soient Xi, 1 < i < n, le i-ème mineur principal de Hom(Vi,V^) et yj, 1 < 

j < n, le j-ième mineur antiprincipal (c'est-à-dire extrait en partant du coin inférieur droit) de 

Hom(V, V 2 ). Alors la T' x T-algèbre (k[Wy J) U * U est engendrée par les Xi et les yj et les relations 
entre ces générateurs sont engendrées par les monômes {xiUj \ i+ j > n}. Autrement dit, on a une 
suite exacte 

O^J'^ k[ Xl ,. ..,x n ,yi,..., y n ] - (k[W]/ J) U ' xU - 

où J' est l'idéal monomial engendré par {xiyj \ i + j > n}. 

On reprend les notations de la section |1.4.2| On a la 

Proposition 2.1.21. Soit A e A+, alors la composante isotypique associée au G-module S X (V) 
dans k[W]/J est : 

• S X (V 2 ) ® S X (V) sir n >0, 

• S X (V{) ® S X (V) sin<0, 

. 5&„ei+fcn-i6 2 + ...+fc t+1 £„- t (y i ) 8 5%£ 1 +...+fc t e t (y 2 *) |g|( 5-A(y) sinm 

De plus, la représentation S X (V) apparaît dans k[W] p /(J n k[W] p ) si et seulement sip= Zi^i- 
Démonstration. D'après la proposition |2.1.2Ô| on a un isomorphisme de T x T'-algèbres : 

(k[wyj) uxu =k[x u ...,x n ,Vl, ■ ■ ■ ,Vn\l J' ■ 

D'après |Pro07l §11.4.2], on a les isomorphismes de T' x T-modules suivants : 



UxU' 



k[x 1 ,...,x n ] = k[V 1 *®V] 
k[ yi ,...,y n ] = k[V* ®V 2 ] UxU '. 
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Donc la formule de Cauchy-Littlewood ([Ful97, §8.3, Corollary 3]) nous permet de conclure lorsque 
r n > ou r\ < 0. Il reste à étudier le cas r\.r n < 0. On vérifie que le poids du monôme 

„kt+l ^kt+2-kt+i k t+3 -k t+2 k„-k„-i k t kt-i-kt kt-2-kt-i „.ki-k 2 

est 

(A, k n ex + fc„_ie 2 + . . . + fct + ie 1+n -(t + i), -k t ti+ n -t - ... - hxe n ) 
et que A détermine uniquement ce monôme. Il s'ensuit que la composante isotypique du G-module 
S X (V) dans k[W]/J est 

£fc„e 1 +fc„_ 1 e 2 +...+fc t+1 e„_ t (y i ) ^ gk^ + .-. + kt e t (y*j ^ g\ (y^ 

En particulier, la représentation S X (V) apparaît dans k[W] p /(J n si et seulement si 

p = (k n - fc„_i) + 2(fc„_! - fc„_ 2 ) + ... + («- *)fc t+ i + (h - k 2 ) + 2(fc 2 - fc 3 ) + . . . + tk t 
= ki + k 2 + ■ ■ ■ + k n . 

□ 

Remarque 2.1.22. Si M est une représentation polynomiale ou la duale d'une représentation poly- 



nomiale, alors il découle de la proposition 2.1.21 que la multiplicité de M dans k[W]/J est égale 
à sa dimension. 

Définition 2.1.23. Si / est un idéal homogène de fc[W], on appelle fonction de Hilbert classique 
de I la fonction définie par : 

Vp e N, //(p) := àim(k[W] p /(k[W] p n /)) . 

Corollaire 2.1.24. Si I un idéal G-stable et homogène de k\W] contenant J et qui a pour fonction 
de Hilbert h, alors la fonction de Hilbert classique de I est donnée par : 

VpeN, fi(p)= Y, h(S ri£l+ - +r " e "(V))dim(S riei+ - +r "^(V)). 

(ri,...,r„)eZ™ 
? , l| + --- + |ï\i|=p 

Démonstration. Soit A = r^ei + ... + r n e n e A+, alors d'après la proposition I2.1.2Ï] le G-module 
S X (V) apparaît dans fc[M / ] P /(fc[M / ] p n I) uniquement si p = \r\\ + ... + \r n \. La multiplicité de 
chaque G-module étant fixée par la fonction de Hilbert h de /, on en déduit la dimension de 
chaque fc[W / ] P /(fc[W / ]p n J) par la formule annoncée. □ 

2.1.4 Etude du cas dim(V) = 2 

Dans toute cette section, on fixe n = 2. On a G = GL 2 (k), W//G = Hom(Vi, V 2 )~ 2 et p : H -*■ 



Gt(2,Vi) x Gr(2,V2) est le morphisme construit dans la section 1.5.1 On note 

Y := {(/, L) e W//G x F(W//G) | / e L} = O nw//G) (-l) 

l'éclatement de W//G en l'origine et Yj l'éclatement de Y le long de la transformée stricte de 
Hom(Vi,p2)- . Nous verrons à la fin de cette section que Y\ est isomorphe à l'éclatement de la 
section nulle du fibré Hom(V^/T 1 ± , T 2 ) au dessus de Gr(2,F x *) x Gr(2,F 2 ) où T x (resp. T 2 ) est le 
fibré tautologique de Gr(2, V{) (resp. de Gr(2,V 2 )) et V\ désigne le fibré trivial de fibre V\ au 
dessus de Gr(2,V r 1 *) x Gr(2, V 2 ). Le but de cette section est de démontrer le 

Théorème 2.1.25. Si n\,n 2 > 2, alors % = Y\ est une variété lisse et 7 est une résolution des 
singularités de W//G. 

Lorsque ni = n 2 = 2, alors on a Y\ = Yq et 7 est l'éclatement en de W//G. Pour démontrer le 
théorème 2.1.25 on commence par établir le cas particulier ni = n 2 = 2 (proposition 2.1.41[ ). Le cas 



général ni,n 2 > 2 est ensuite traité à l'aide du principe de réduction (voir la section 1.5.1 1 



Remarque 2.1.26. Si ni + n 2 < 3, alors H = W//G est une variété lisse et 7 est un isomorphismc 



d'après le corollaire 2.1.13 



Remarque 2.1.27. Les cas particuliers (ni = 1, n 2 > 2) et (n 2 = 1, ni > 2) ont été traités dans la 
section 12.1.21 

On suppose dans un premier temps que ni = n 2 = 2. 
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Points fixes de H pour l'opération de B' 

On souhaite montrer que T-L est une variété lisse. D'après le lemme [ï.2.2| il suffit de montrer que 
les points fixes de T-L pour l'opération de B' sont tous dans % prm et de vérifier que la dimension de 
l'espace tangent à T-L en chacun de ces points fixes est égale à la dimension de H prin . On commence 
donc par déterminer les points fixes de B' dans T-L. 

Notation 2.1.28. On note D := (ei ® / 2 *) l'unique droite B'-stable de Vi ® V£ . 
On note / l'idéal de k[W] engendré par (Vi <g> V£ <8> V ) © (D ® sl(V)) c fc[W] 2 . 

Remarque 2.1.29. L'idéal / est homogène, B' x G-stable et contient l'idéal J engendré par les 
G-invariants homogènes de degré positif de 

Théorème 2.1.30. L'idéal I est l'unique point fixe de T-L pour l'opération de B' . 

Démonstration. Soit Z e H(k), vu comme sous-schéma fermé de W, et Iz l'idéal de Z dans 
k[W] = S(W*) = © p >o S P (W*) où l'on identifie comme précédemment fcfVF], l'algèbre des fonctions 
régulières sur W, avec S(W*), l'algèbre symétrique de W*. Alors 

ZeH 8 ' oVbe B' , V/ e I z , b.f e I z . 

En particulier, Iz est nécessairement un idéal homogène puisqu'il est stable pour l'opération du 
groupe des matrices scalaires inversibles qui est un sous-groupe de B' . 

Donc, les points fixes de H pour l'opération de B' correspondent exactement aux idéaux homogènes 
Iz de k[W] tels que : 

i) Iz est B' x G-stable, 

ii) k[W]/I Z = ©Melrr(G) 

M œdim(M) comme G_ mo dulc. 
Comme k[W] est une algèbre graduée et que Iz est un idéal homogène, k[W]/Iz est encore une 
algèbre graduée : 

k[W]/Iz = ®k[W] p /(I z nk[W] p ). 

p>0 

Nous allons donc pouvoir étudier I z degré par degré. 

• Composante de degré : 

On a Iz n fc[VK] = 0, sinon I z contient les constantes de k[W] et donc Iz = k[W]. 

• Composante de degré 1 : 

On a I z n fc[W^]j + k\W\ x , sinon k[W]/Iz = Vq comme G-module. 

• Composante de degré 2 : on utilise la décomposition (2.5 1. 

Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/I z comme G-module, on a nécessairement /c[W / ] 2 n 
Iz 3 sl(V)®4Vo- En effet, le G-module k[W]/Iz contient déjà une copie de la représentation triviale 
(les constantes), il ne peut donc pas en contenir d'autre. Ensuite, fc[M / ] 2 contient 4 copies de sl(V) 
qui est un G-module de dimension 3, donc fc[W / ] 2 n I z contient au moins une copie de sl(V). 
Comme /c[M / ] 2 n Iz est £?'-stable, il contient D ® sl(V) car D est l'unique droite S'-stable de 
V\ <8> V£ ■ H s'ensuit que Iz contient (V\ ® V£ ® Vq) © (D <g> sl(V)) et donc I z ^ I. Le lemme qui suit 
implique que cette inclusion est en fait une égalité et achève ainsi la démonstration du théorème 
12X501 : 

Lemme 2.1.31. L'idéal I a pour fonction de Hilbert hyy- 

Preuve du lemme : On rappelle que par définition de hw, pour chaque M e Irr(G), hw(M) = 
dim(Af) et donc il faut montrer que 

k[W]/I= M œdim(M) 

Afelrr(G) 

comme G-module. On a l'inclusion d'idéaux Je/, d'où la suite exacte de B' x G-modules : 

-> I/J -> k[W]/J ^ k[W]/I -> 

et donc 
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comme .B'x G-module. La proposition 2.1.21 nous fournit la décomposition isotypique du G- module 
k[W]/J : 

-Si M est un G-module polynomial (ou le dual d'un G-module polynomial), alors la multiplicité 
de M dans k[W]/J est dim(Af). 

-Sinon, M = S kiei ~ k2e2 (V) pour un unique couple fei, k 2 > et la multiplicité de S kiei ~ k2C2 (V) dans 
k[W]/J est égale à dim(S k2 (Vx) ® S kl (V 2 *)) = (fei + l)(fc 2 + 1). 

et on identifie à k\x%j,yij, 1 < 



note w e W sous la forme w = | 


Xn x 12 




2/22 


2/12 




X 2 1 X 22 




2/21 


Vu 



i,j < 2]. D'après la proposition 2.1.20 



ou 



(k[W]/J) = k[x 11 ,X 12 ,X 11 X 2 2 ~ X2lXl2,yU,yi2,yny22 - y2lUl2]/K 



K = (^11(2/112/22 - 2/212/12), 2:12(2/112/22 - 2/212/12), 
2/n(xiia;22 - ^21^12), 2/12(^11^22 - X2ix 12 ), 
(xux 22 - X21X 12) (2/112/22 - 2/212/12))- 



Et (I/J) U est l'idéal de (fcfW^j/J) 17 engendré par ïiij/ii. Donc 

= (^.(^^(Vi)®^ 1 -^^)))®^ 161 ^ 262 

fcl ,/C2>0 

comme £?' x G-module. Il s'ensuit que 

k[W]/I =V e k[V{ ® V] + e fc[y* «) y 2 ] + 

S k2 (Vi)®S^(V 2 *) 



(V) 



*X* (I>.(5fe-i(Vi)®5*>-i(^))) 



®S 



comme B' x G-module, où k[V{ ® V]. (resp. fc[y* ® ^2]+) désigne l'idéal maximal homogène de 
k[V{ ® F] (resp. de k[V* ® V 2 ]). 

On remarque que les multiplicités des représentations polynomiales (et de leurs duales) dans k[W]/I 
sont les mêmes que dans k[W]/J. En revanche, la multiplicité de S l€l 2€2 (V) dans k[W]/I est : 



dim 



5 fc2 (V r i)(»S fcl (V r 2 *) 



(fci + l)(fca + l)-fci*a 
fci + fc 2 + 1 

dim(5 fcl£l " fe2£2 (l/)). 



□ 



Remarque 2.1.32. On a Stabc(/) = B', donc l'unique orbite fermée de T-L est isomorphe à G' /B' 
pi x p i_ 



Le corollaire qui suit découle du lemmc 1.2.1 et du théorème 2.1.30 
Corollaire 2.1.33. Le schéma % est connexe. 



Espace tangent de H en J 

On note Zo := Spec(fc[iy]//). Nous allons démontrer la 
Proposition 2.1.34. dxm(T Zo H) = 4. 



On identifie à k\xij, j/y, 1 < i,j < 2] comme dans la preuve du lemme 2.1.31 et on explicite 

des bases de certains B' x G-modules qui apparaissent dans fc[VF] 2 : 
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h 
h 
h 
h 

hi 
h 2 
h 3 
h 4 



2/22^12 + 2/12^22 
+ 2/11X21 
2/2i:Kl2 +2/11^22 

: ^112/11 

■- £212/11 
: 2:212/21 



est une base de Vi ® V 2 ® Vq , 



est une base de D ®V* ®V = D ® (s/(V) © Vb). 
On reprend les notations de la section 1.2 Soient iî := fcfVF]// et 



N:={f 1 ,f2j 3 j4,h 1 ,h 2 ,h 3 ,h 4 }ck[W] 

qui est un B' x G-module qui engendre l'idéal /. D'après [GS, Macaulay2], les relations entre les 
générateurs ci-dessus du iî-module I/I 2 sont données dans la table 2.1 



x21yl2+xlly22 

X22yl2+xl2y22 

x21yll+xlly21 

X22yll+xl2y21 

xllyll 

xlly21 

x21yll 

x21y21 



Q yll G G -y21 G G 
G0G0G00G0 
-1 -yl2 G Q -xll Q -y21 x22 
Q G xll G Q Q -X21 G 



G -y22 -y21 -x22 x21 Q Q G Q 
1 yl2 yll -xl2 xll y22 y21 -x22 -x21 Q 
1QGQGQQGQ ' 
G Q G Q G yl2 yll xl2 xll 



x22y21 xl2y21 G 

Q G Q 

-x22y22 -xl2y22 

x21y22 G Q 

Q ' x22y22 x22y21 

xl2y22 xl2y21 

G Q 

Q G G 



Table 2.1 - Relations entre les générateurs de I/I 2 

La colonne de gauche nous donne les générateurs considérés et chaque autre colonne fournit une 
relation entre les générateurs des lignes correspondantes. En particulier, on a les relations suivantes 
données par les colonnes 6, 5 et 4 respectivement : 

-fi ® 2/21 + h 2 ® 2/22 + hi ® 2/12, 
-/3 ® £11 + hx ® x 2 i + h 2 ® xn, 
/ 4 <8> xn - hi ® x 22 -h 2 ® x X2 . 



1.2.1 



On a dim(TV) = 7 et donc d'après le lemme 1.2.6 on a dim(Tz 'H) = 7 - rg(p*). D'après le lemme 



la variété "H prm contient au moins un point fixe pour l'opératio n de B' , donc Zq e W rm et 

il suffit de montrer 



2.1.34 



donc dim(T^ H) > dim(H prin ) = 4. Donc, pour montrer la proposition 
le 

Lemme 2.1.35. rg(p*) > 3. 

Démonstration. Pour i = 1, . . . , 4, on définit ipi e Hom^(i? <S> N, R) par 

i^i(hj ® 1) = pour j = 1, . . . ,4, 
i>i(fj® 1 ) = S ï pour j = l,...,4, 

où 5\ est le symbole de Kronecker qui vaut 1 lorsque i = j, et qui vaut sinon. Les tpi forment 
une famille libre de Hom^(iï®./V, R), nous allons voir que p* (ipi), p*('4>3) e t P*(V'4) forment une 
famille libre de Hom%(R ® 11, R) ce qui démontrera le lemme. Soient Ai, A3, A4 € k tels que 



(2.6) 



i=l,3,4 



On évalue ( 2. 6 1 en r% ® 1, on obtient : 

= Ei=l,3,4 A *^(^)(»-l®l) 
= Ei=l,3,4 A ^i( r l) 

= Si=l,3,4 A » ^t(-/l ® 2/21 +h 2 ® 2/22 + h A 
= - Ai 2/21. 



' 2/12 J 
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On évalue (2.6l en r 2 ® 1, on obtient : = -\3X11. 
On évalue (2.6l en r% ® 1, on obtient : = X4X11. 

On en déduit que (Ai, A3, A4) = (0,0,0) et donc p*(tjji), p*{ip^) et p*(ip4) forment bien une famille 
libre dans Im(//). □ 



Remarque 2.1.36. D'après |GS1 Macaulay2] , une famille de générateurs du iî-module Homn(I / 1 , R) 



table l2~2l 


















x21yl2+xlly22 





<21 


xll 


G 




y22 


yl2 Q 





X22yl2+xl2y22 


1 


G 


G 


G 








Q Q 





x21yll+xlly21 





G 


G 


G 





y21 x21 


yll xll 





X22yll+xl2y21 


G 


G 


G 


y2i 


Yll 


X22 


Q xl2 


Q 


xllyll 


G 


G 


G 


G 





yll xll 


Q Q 


Xl2yl2 


xlly21 





G 


G 


G 




y21 


Q xll 


xl2y22 


x21yll 


G 


G 


G 


G 





x21 


yll Q 


-Xl2y22 


x21y21 


G 


G 


G 


G 





Q Q 


y21 x21 


x22y22 



Table 2.2 - Générateurs du iî-module Rom R (I/I 2 , R) 

La colonne de gauche donne des générateurs du iî-module 1/ 1 2 et chaque autre colonne représente 
un iî-morphisme qui à l'élément de i/i 2 de la colonne de gauche associe l'élément de R situé sur la 
même ligne. On note $j le morphisme associé à la colonne On vérifie que les quatre morphismes 
$1, $11, yi2 < î > 8+y22 < i ) i0i Xi 2 <fr-?+x 22 $g sont G-équivariants et linéairement indépend ants. Ils forment 
donc une base de l'espace vectoriel Hom^ (i/i 2 , R). Ensuite, d'après la suite exacte |l.6| , le module 
Homg(J/i 2 ,iî) s'identifie à un S'-sous-module de Hom G (7V,iî) = (V* ® V 2 ) e [d* ® Or 

Vl ®^ tandis que $1 définit 
V 2 , donc nécessairement (<£>i} est l'unique droite B'-stable de V{ ® V 2 et donc 



V\2 ^8 + 2/22^10 et xi 2 &7 + x 22 $g définissent des éléments de D 
un élément de V{ 



Hom«(i/i 2 , R) = D* e (D* ® Yl^YL} 



comme B'-module. 

On déduit du lemme |1.2.2| et de ce qui précède le 

Corollaire 2.1.37. H = W Tln est une variété lisse de dimension 4. 



Construction d'un morphisme G'-équivariant S : H -*■ P(W//G) 

Le lemme qui suit découle de la théorie classique des invariants de manière analogue au lemme 

Lemme 2.1.38. Le k[W] G -module k[W]^ sl ^ v ^ est engendré par Hom G (sl(V) , k[W] 2 ) . 
Lemme 2.1.39. On a un isomorphisme de G' -modules 

Rom G (sl(V),k[W] 2 ) = V l ®V*. 

Démonstration. On a 



Rom G (sl(V),k[W] 2 ) = Uom G (sl(V),V 1 ® V* ® V® V 2 ) d'après ( [2\5| , 
= Vi ® V 2 * puisque V* ® V = sl(V) e V Q . 



La proposition 1.3.1 et le lemme 2.1.39 nous donnent un morphisme G'-équivariant : 

H -*■ P(Vi ® V 2 ). 



□ 



4G 



Schémas de Hilbert invariants et théorie classique des invariants 



Puis Vi ® V 2 = det(Vi) <8> V* <S> V 2 <S> det _1 (F 2 ) 

comme G'-module donc 

(2.7) P(Vi <S> V 2 ) = P(det(Vi) <S> V{ ®V 2 ® det -1 ^)) 

= P(Vi* ®V 2 ) 
= P(W//G) 

comme G"- variétés. On a donc un morphisme G"-équi variant : 

(2.8) S: H-+W(W//G). 

Le morphisme 7 x S est un isomorphisme entre H et F 

On rappelle que l'on note 

Y :={(/,£) e W//GxF(W//G) \ f e L} = O wg) (-1) 

l'éclatement en de W//G = Hom(Vi,V 2 ). L'opération de G" dans W//G induit une opération de 
G' dans W//G x P(W / //G) qui préserve Y). On montre alors, en procédant comme dans la preuve 
du lemme [i.5.19| que le morphisme 7 x S envoie T-L dans Yq. Ensuite, on a le 

Lemme 2.1.40. Le morphisme 7 x S ■ H -*■ Yq est quasi-fini. 

Démonstration. On note comme précédement Zo l'unique point fixe de % pour l'opération de B' 
et soit yo := (7 x ô)(Zq). Nous allons montrer dans un premier temps que l'ensemble (7 x S) (yo) 
est formé de Z . Soit Z eH tel que (7 x 5){Z) = y . D'une part j(Z) = 0, donc I z d V\ <g> V 2 ® V . 
D'autre part 5{Z) = ô(Z ) = D € P(Vi ® V2*), donc I z d D <g> sZ(y). Le lemme [2~L3Ï1 permet alors 
de conclure que Z = Z Q . Puis 

E := {Z e H tel que la fibre en y := (7 x <5)(Z) est de dimension > 1} 



est un fermé (G'-stable) de T~L d'après [Har77 Exercice II.3.22] . D'après le lemme 1.2.1 et ce qui 
précède, l'ensemble E est vide et le résultat s'ensuit. □ 

Proposition 2.1.41. Le morphisme 7x5: "H -*■ Yq est un isomorphisme. 

Démonstration. La variété Yq est lisse, donc normale et le morphisme 7x5 : H ->■ Yq est birationnel, 
propre et quasi-fini d'après le lemme [2.1.40[ donc d'après le théorème principal de Zariski, c'est un 
isomorphisme. □ 

Cas ni,n 2 > 2 



Nous allons utiliser le principe de réduction (voir la section 1.5.1 1 afin de traiter le cas général du 
théorème |2. 1 ,25| en nous ramenant au cas ni = n 2 = 2. 

Notation 2.1.42. Pour tout L e V(W//G) = P(Hom(Vi, V 2 )- 2 ), on note : 

• Ker(L) := Ker(Z), 

• lm{L) :=lm(0, 

. rg(L) :=rg(0, 

où / est n'importe quel élément non-nul de L. 

Si rg(L) = 2, on note L a L := (/a l) e P(Hom(A 2 (yi), A 2 (V 2 ))). 

Enfin, on note i x : Gr(2, F*) -+ P(A 2 (F 1 *)) et i 2 : Gr(2,y 2 ) ~* V(A 2 (V 2 )) les plongements de 
Plûcker de Gr(2,V]*) et Gr(2, V 2 ) respectivement. 



On considère la variété 

(/) L,Ei,E 2 ) e W//G x P(W//G) x Gr(2,T/*) *Gr(2,V 2 ) 



E{ c Ker(L), 
Im(L) c E 2 . 



Ronan Terpereau 



47 



alors on a le diagramme 




Y Gr(2,y*)xGr(2,F 2 ) 

où çi et g 2 sont les projections naturelles. La variété Y\ a été définie au début de la section [2.1.4| 

Lemme 2.1.43. On a un isomorphisme de variétés Y\ = Z et via cet isomorphisme, l'éclatement 
Y\ -* Yq s'identifie au morphisme q± : Z -*■ Yo. 

Démonstration. On commence par remarquer que, si L e P(W//G) est tel que rg(L) = 2 et si l un 
élément non-nul de L, alors l/\l e Hom(A 2 (Vi), A^Va))- 1 et donc L/\L e P(Hom(A 2 (Vi), A 2 (V 2 )) £l ). 
On note Fq la transformée stricte de Hom(Vi, Va) via l'éclatement Yq -*■ Hom(Vi, Va) et on 
considère 

a: y --^P(Hom(A 2 (^),A 2 (F 2 )) sl ) 
l'application rationnelle définie sur 

:={(/,£) e y |rg(L) = 2} = y \fb 

par a(f, L) = L a L. On note 

r c Y a x P(Hom(A 2 (Fi), A 2 (V 2 )) sl ) 
le graphe de l'application a. Alors 

T = {(/, L,E)eUx P(Hom(A 2 (Vi), A 2 (F 2 )) £l ) | L a L = E}. 
L'adhérence de V dans Y x P(Hom(A 2 (Vi), A 2 (T/ 2 )) sl ) est donnée par 



T= j(/,L,S)6r xP(Hom(A 2 (Vi),A 2 (V 2 )) sl ) 



VI eL, UleE, 

lm(E)£L 2 (Gr(2,V 2 )), 

Ker(£;) 1 6 il (Gr(2,y i *)). 



où Im(-B) := Im(g) et Ker(.E) := Ker(gr) pour n'importe quel élément non-nul g e E. 

Fait : le morphisme F -> Yq, (/, L, E) <-* (/, L) est l'éclatement de Y"o le l° n g du fermé Fq. 
On commence par construire un recouvrement de Yq par des ouverts affines. On a ¥(W//G) c 
P(Hom(Vxi Va)) = P(-M n2ini (fc)), où l'on rappelle que l'on identifie Hom(V r 1 ,V 2 ) avec M n2ini (fc) 
via les bases fixées dans la section |1.4.1| Quels que soient 1 < i < n 2 et 1 < j < ni, on note 
Ojj l'ouvert affine de f{A / l n2 ,n 1 (&)) obtenu en fixant la coordonnée (i,j) égale à 1. Puis, on 
note Y h3 := {(f,l) e W//G x (P(W//G) n Ojj) | / e (/)} qui est un ouvert affine (éventuellement 
vide) de Yq. Alors Y = \JijY£' 3 est un recouvrement de Yq par des ouverts affines. Ensuite, 
on note I le faisceau d'idéaux de Fq dans Yq. Alors I^ Y %,j est l'idéal de fc^ 1 ' 3 ] engendré par 
les mineurs de taille 2 de la matrice l. Et la restriction de a à Y^ 3 est l'application rationnelle 
OH,j ■■ r iJ --^P(Hom(A 2 (F 1 ),A 2 (V 2 )) £l ) définie sur U itj := {(f,l) e Y*- j | rg(i) = 2} par 

a i,j(/îO = (' A 0- 0n note r i,i c Y o' J x P(Hom(A 2 (T/i), A 2 (y 2 )) sl ) le graphe de l'application a id , 
alors d'après [EH01, Proposition IV. 22], le morphisme Tij -> V ÎJ , (f,l,E) (f,l) est l'éclatement 
de Yq' 3 le long du fermé F n Yq îj . Enfin, ces éclatements se recollent pour donner le morphisme 
r -*■ Yq, (f,L,E)<-^(f,L)ce qui montre le fait annoncé. 

Il reste à voir que T est isomorphe à Z. On a un isomorphisme 

P(Hom(A 2 (^),A 2 (V2)) £l ) s P(A 2 (Vi)*)xP(A 2 (V 2 )) 
S i (Ker(^) 1 ,Im(i;)) 
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donné par le plongement de Segre. On en déduit un isomorphisme 

V/ e L. on a 



(/,L I I 1 ,L 2 ) E F„xP(A 2 (l' 1 ) , )xP(A 2 (7 2 )) 



Ker(7 a l) 1 cLj, 
Im(i a l) c L 2 , 
L l6tl (Gr(2,^)), 
L 2 ei 2 (Gr(2 7 V 2 )). 



Soit / e Hom(Vi, V 2 )~ 2 , alors / a/ e Hom(A 2 (Vi), A 2 (V 2 )) sl et on a deux cas de figure : si rg(/) < 1, 
alors / a / = 0, sinon Im(/ A /) = £ 2 pour un certain L 2 e t 2 (Gr(2, V 2 )) et Ker(/ a f) 1 = L\ pour 
un certain L\ e ti(Gr(2, Vf)). Pour i = 1,2, on note Ei l'antécédent de Li par tj. Alors on a les 
équivalences 

Im(/A/) = L 2 ^Im(/)=£ 2 , 
Ker(/A/)- L = ii«.Ker(/)- L = Bi. 

Il s'ensuit que 

F = {(/, L, Ei,E 2 ) zY x Gr(2, Vf*) x Gr(2, V 2 ) \ Ei c Ker(L) et Im(L) c E 2 } = Z. 

□ 

On identifie la variété Yf à Z grâce au lemme 2.1.43| L'opération naturelle de G" dans W//G x 
F(W//G) x Gr(2,Vi*) x Gr(2,V 2 ) stabilise Yi. On fixe (E U E 2 ) e Gr(2,V{) x Gr(2,V 2 ), alors on 
a un isomorphisme Gr(2,V{) x Gr(2, V^) = G'/P où P est le stabilisateur de (Ei,E 2 ) dans G'. 
La projection q 2 : Y±-*-G'/P est un morphisme G'-équivariant et donc, d'après (1.261, on a un 
isomorphisme G'-équivariant 

Y 1 = G'x p P" 

où F" est la fibre schématique du morphisme q 2 en (Pi,P 2 ). On a 

F" = {(f,L) e Hom(Vy£^£ 2 ) x P(Hom(V 1 /££,.E 2 )) | / 6 L} 
= PZ (Hom(V 1 /P 1 1 ,P 2 )) 

qui est l'éclatement en de Hom( Vi/E^, E 2 ). Et P opère dans P" de la façon suivante : 

Vp = ( Pl ,p 2 ) 6 P, V(/, L) 6 P", p.(/, L) = (pa o / op" 1 , (p 2 o ^ op- 1 )) 

où Z est n'importe quel élément non nul de L. 

Avec les notations du début de la section |2.1.4[ on remarque que Y\ est l'espace total du fibré 
PZ (Hom( Vi/Tl, T 2 )) au dessus de G'/P ; celui-ci s'obtient en éclatant la section nulle dans le fibré 
Hom(^/T77T 2 ). 

Par ailleurs, d'après les propositions 1.5.6 et |2.1.4l| on a un isomorphisme G'-équivariant 

H = G'x p PZ (Hom(^i/P 1 1 ,P 2 )) 

où l'opération de P dans Blo(Hom(Vi/ Ef , P 2 )) coïncide avec celle de P dans P". On a donc un 
isomorphisme G'-équivariant : 

(2.9) H = Yi. 

On reprend les notations de la section |1.5.1| : 

• W ■■= Hom(V"i/P 1 1 ,y) x Hom(V,P 2 ) c W, 

• H':=Hilb^,(W) cU, 

• 7' : W -*■ W II G le morphisme de Hilbert-Chow, 



5': T-C -*■ P(W'//G) le morphisme (2.8 1. 
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et donc T-L' est simplement le schéma de Hilbert 
2). Puis, d'après la proposition 2.1.41 7' x 5' : 



D'après la proposition 2.1.14| on a hw' = hw, 
invariant étudié précédement (avec ni = n 2 = 

Ti! -> BIq(W' //G) est un isomorphisme P-équivariant et donc le morphisme induit G'x p Ti' -»■ 
G'x p Bl (W' //G) est un isomorphisme G'-équi variant. Les observations précédentes et le corollaire 
|1.5.10| nous donnent le diagramme commutatif suivant : 

G'x p 7 ' 



(2.10) 



G'x F W 



n 




W'I/G 



£""1,2 



G'x p Bl (W'//G) 









7 





W//G 



Y 



ou 



et 



pr 12 : G'x p Bl Q (W'//G) -+ G'x p W'//G 
(g'J,L)P h. (g'J)P 



Yi -> W//G 

U,L,E U E 2 ) » f. 



On identifie HkY\ grâce à l'isomorphismc (2.9 1, alors 7 s'identifie à la composition des éclatements 



Yi -*■ Yo "* W//G. En particulier 7 est une résolution de W//G. 
2.1.5 Etude du cas dim(V) = 3 

Dans toute cette section, on fixe n = 3. On a G = GL^(k), W//G = Hom(Vi, V2)- 3 et p : H - 
Gr(3, V]*) x Gr(3, V2) est le morphisme construit dans la section 1.5.1 Nous allons démontrer le 

Théorème 2.1.44. Si ni,n 2 > 3, alors T-L est connexe et singulier. 



Lorsque ni = n 2 = 3, la connexité de H est donnée par le corollaire |2.1.52| et la non-lissité de 
T-L est donnée par le corollaire |2.1.57| Le cas général ni,n 2 > 3 se déduit immédiatement du cas 
particulier ni = n 2 = 3 par la proposition |1.5.6| 

Remarque 2.1.45. Si n\ + n 2 < 4, alors Ti = W//G est une variété lisse et 7 est un isomorphisme 
d'après le corollaire |2.1.13| 

Remarque 2.1.46. Les cas particuliers suivants ne sont pas traités par le théorème |2.1.25| : 

• ni = 2 et n 2 > 3, 

• n 2 = 2 et ni > 3, 



mais les cas particuliers ni = 1 ou n 2 = 1 ont été traités dans la section 2.1.2 
On suppose dorénavant que ni = n 2 = 3. 



Points fixes de T~L pour l'opération de B' 



On souhaite montrer que % est singulier. D'après le lemme |ï.2.2| il suffit de déterminer un point 
fixe de W ml pour l'opération de B' tel que la dimension de l'espace tangent à T-L en ce point soit 
différente de la dimension de H prin . On commence donc par déterminer les points fixes de B' dans 

n. 

On rappelle que 

k[W] 2 = (S 2 (Vi) ® S 2 (V*)) e (S 2 (V) ® S\V 2 )) e (A 2 (^) ® A 2 (V*)) 
e (A 2 (V0 ® A 2 (V 2 )) © (Vi ® V 2 <s> sl{V)) ® (Vi <s> V 2 ® Vb) 
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comme G' x G- module (c'est l'isomorphisme (2.5 1). Et on a 

(2.11) k[W] 3 = S 3 ((Vt<aV*)®(V<8VÏ)) 

= S 3 (Vt ® V*) © (S 2 (Vt ® F*) ® F ® ^2*) 
e (Vt ® F* ® 5 2 (F ® V 2 *)) e 5 3 (y ® V 2 ) 

= S 3 (Vt <g>V*)® (((5" 2 (^i) ® S 2 (V*)) © (A 2 ^) ® A 2 (V*))) ®V®V*) 

© (Fi ® v* ® ((s 2 (v) ® 5 2 (y/)) © (A 2 (F) ® A 2 (y 2 *)))) © s 3 (v ® f 2 *) 

= 5 3 (V r i®F*)ffi5 3 (^®V 2 *) 

© (^(vi) ® f 2 * ® (v* © s* £i ~ 2£3 (vo)) © (A 2 (yi) ® v 2 ® (y* © s ,ei - e2 ~ e3 (F))) 
© (Fi ® s 1 {y;) ® (^ © s* 2£i ^ e3 (y))) © (y ® a 2 (v 2 *) ® (v© s £i+£2 ~ £3 (vo)) 

comme G' x G- module. 
Notation 2.1.47. On note 

• E := (ei ® (/| a / 3 *), e 2 ® (/| a /*), ei ® (A* a / 3 *)), 

• F:=((ei Ae 2 )®/ 3 *, (eiAe 2 )®/ 2 *, (ei a e 3 ) ® / 3 ), 

qui sont des £?'-sous-modules de V\ ® A^V^*) et A 2 (Vt) ® V 2 * respectivement. 
On note -D l'unique droite S'-stable de Vi ® . 

Enfin, on note / l'idéal de k[W] engendré par (Vi ® V 2 * ® Vq) © (I? ® «K^O) c ^[W]a et P ar 
(F®S' ei - £2 - £3 (V r ))ffi(£;®5 £l+e2 - e3 (t/)) cfc[T^] 3 . 

Remarque 2.1.48. L'idéal I est homogène, B' x G-stable et contient l'idéal J engendré par les 
G-invariants homogènes de degré positif de 

Théorème 2.1.49. L'idéal I est l'unique point fixe de H pour l'opération de B' . 

Démonstration. Les points fixes de T-L pour l'opération de B' correspondent exactement aux idéaux 
homogènes Iz de k[W] tels que : 

i) Iz est B' x G-stable, 

ii) k[W]/Iz = ©A/6lrr(G) 

M œdim(M) comme G_ mo dulc. 
Soit Iz un tel point fixe, alors on peut étudier Iz degré par degré. En raisonnant comme dans la 
preuve du théorème |2.1.30| pour l'étude des composantes de degré 0, 1 et 2 de Iz, on montre que 
Iz contient 

(Vi ® V 2 ® V ) © (D ® sl(V)) c k[W] 2 . 

En particulier Iz ^ J- On s'intéresse maintenant à la composante de degré 3 de Iz- On a les 
dimensions suivantes : 

dim(5 ei - £2 - £3 (y)) = dim(S' £l+£2 - £3 (^)) = 6, 
dim(A 2 (l/i) ® V 2 *) = dim(Fi ® A 2 (^ 2 *)) = 9. 

Donc pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz comme G-module, fc[W^] 3 n Iz contient 
nécessairement trois copies de S ,£l ~ £2 ~ £3 (V^) et trois copies de 5" Sl+£2 ~ £3 (V). Comme fcfVFjgnl^ est 
B'-stable, il contient (Af 2 ®S ,£l_£2_£3 (^))©(Mi®S' £l+£2_£3 (F)) où M 2 (resp. M x ) est un sous-espace 
B'-stable de dimension 3 de V x ® A 2 (V 2 ) (resp. de A 2 (V X ) ® (V 2 *)). On note Et := Vi ® {/ 2 * a /*), 
B 2 := _E et _B 3 := (ex) ® A 2 (F 2 *) qui sont des B'-sous-modules de V\ ® A 2 ^*), et on note F\ ■= 
A 2 (Vi) ® (/ 3 *), F 2 := F et F 3 := (et a e 2 ) ® V 2 * qui sont des S' -sous-modules de A 2 (V\) ® V^*. On 
vérifie que les Z?'-modules Et, E 2 et E3 (resp. Ft, F 2 et F 3 ) sont les seuls B'-sous-modules de 
dimension 3 de Vt ® A 2 (t/ 2 *) (resp. de A 2 (Vi) ® V 2 ). On a donc a priori neuf façons de choisir 
des générateurs pour Iz en degré 3 : pour 1 < i,j < 3, on note I{ t j l'idéal de k[W] engendré par 
(Vt ® V 2 * ® V ) © (D® sZ(V)) c fc[VF] 2 et par (F< ® 5 ei - e2 " £3 (F)) '© (£y ® 5 ei+£2 " e3 (F)) c fc[W] 3 . 
Alors J 22 = / et le lemme qui suit montre que nécessairement Iz ^ 

Lemme 2.1.50. Si Iz est un idéal G-stable contenant Iij avec (i,j) + (2, 2), alors Iz ne peut pas 
avoir la fonction de Hilbert hw ■ 
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Preuve du lemme. On suppose par exemple que j = 3 et soit i quelconque. On note w e W sous 
la forme 



w ■ 



Xll 

£21 
£31 



£12 
£32 



£l3 
£23 
X33 



2/33 
2/32 
2/31 



2/23 
2/22 
2/21 



2/13 
2/12 
2/11 



et on identifie fcfly] à k\_Xij,yij, 1 < i,j < 3]. D'après la proposition 
(k[W]/ J) U contient les éléments suivants : 



2.1.20 



l'idéal (I il3 /J) de 



£11(2/222/11 " 2/212/12), 
£ii(î/232/ii-2/i32/2i), 
£11(2/122/23-2/132/22), 

qui forment une base du B' x T-sous-module E 3 <8> (S ei+e2 ~ e3 (V)) u de (A:[M^]/J) C/ 



D'après la proposition 



2.1.21 



le G-module S ei+e2 2<i3 (V) apparaît dans k[W]/J uniquement dans 



fc[W / ] 4 /(fc[W / ]4n J) et avec une multiplicité égale à 18, cette multiplicité étant égale à la dimension 
de l'espace vectoriel engendré dans (k[W]/ J) U par l'ensemble K suivant : 

x\ x (2/222/11 -2/122/21), 
x\ 2 (2/222/11 -2/122/21), 
£13(2/222/11-2/122/21), 



K 



£ii£i2(2/222/n 
£ii£i3(2/222/n 

£l2£l3(2/222/ll 



2/122/21), 
2/122/21), 
2/122/21), 



£11(2/232/11-2/132/21), 
£12(2/232/11-2/132/21), 
£13(2/232/11-2/132/21), 

£ii£i2(2/232/n " 2/i32/2i), 
£ii£i3(2/232/n -2/132/21), 

£l2£l3(2/232/ll - 2/l32/2l), 

£n(î/i22/23 - 2/132/22), 
£? 2 (2/i22/23 " 2/132/22), 

£13(2/122/23-2/132/22), 

£n£i2(2/i22/23 - 2/132/22), 

£ll£l3(2/l22/23 - 2/132/22), 
£l2£l3(2/l22/23 - 2/132/22)- 

Montrons que la multiplicité du G-module 5 ,£l+e2_2e3 (T/) dans fc[W / ] 4 /(fc[VF]4n/ i!3 ) est strictement 
inférieure à dim(S" Sl+e2 ~ 2e3 (l/)) = 10. Pour calculer cette multiplicité, il suffit de calculer la dimen- 
sion de l'espace vectoriel engendré par K' c K dans (k[W]/J) , où K' est obtenu en supprimant 
les éléments de K qui appartiennent à l'idéal (Ii^/J) U - On obtient : 

£12(2/222/11 -2/122/21), 
£13(2/222/11-2/122/21), 
£i2£i3(2/222/n - 2/122/21), 

£12(2/232/11-2/132/21), 
£13(2/232/11-2/132/21), 

£l2£l3(2/232/ll - 2/l32/2l), 
£?2 (2/122/23 -2/132/22), 

£13(2/122/23-2/132/22), 

£l2£l3(2/l22/23 - 2/132/22) ■ 

Donc X' engendre un espace vectoriel de dimension 9, et donc on ne va jamais avoir 10 copies de 
S ei+62 ~ 2e3 (V) dans un quotient de k[W]/Ii y 3, ce qui montre le lemme pour j = 3. Le cas j = 1 se 
démontre de manière analogue. □ 



K' 



D'après le lemme 1.2.1 le schéma % admet au moins un point fixe Iz pour B' et d'après le 



lemme |2.1.50| on a nécessairement Iz ^ Puis, d'après le corollaire |2.1.24| l'idéal Iz admet la 
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fonction de Hilbert classique suivante 



r 2 e 2 +r 3 e 3 



(V))) 2 



VpeN,f Iz (p)= Y. (dim(^ l£l - 

(ri,r 2 ,r 3 )sZ 3 

r\>r 2 >r 3 
\r 1 \ + \7- 2 \ + \r 3 \=p 

D'après la formule des dimensions de Weyl, on a 

dim(S riei+r3e2+r3£3 (V)) = 1(1 + n - r 2 )(2 + r x - r 3 )(l + r 2 - r 3 ). 



Donc 



fiÀP) 



E t(1 + r i - r 2) 2 (2 + n - r 3 ) 2 (l + r 2 - r 3 f 



r\>r 2 >r 3 
\ri\ + \r 2 \ + \r 3 \-- 



Après développement puis simplification, on obtient 

122 1654 2 547 a ')] 



Vp>0, / 7 (p) = l+_ P + 

35 315 



3 ^4 37 

P" H p + p + — p" + V" H p' + p" 

120 36 40 360 420 504 



79 6 13 7 1 



Par ailleurs, un calcul direct avec |GSI Macaulay2] de la fonction de Hilbert classique de l'idéal / 
nous donne fj = fj„ et donc Iz = I, ce qui achève la preuve du théorème 2.1.49 □ 



Remarque 2.1.51. On a Stabc(/) = B' , donc l'unique orbite fermée de H est isomorphe à G'/B'. 



Le corollaire qui suit découle du lemme 1.2.1 et du théorème 2.1.49 
Corollaire 2.1.52. Le schéma % est connexe. 



Espace tangent de % en / 

On note Z$ := Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la 
Proposition 2.1.53. dim(T Zo H) = 12. 



Pour démontrer cette proposition, nous allons procéder comme pour la proposition |2. 1 .34) Cette 
section est essentiellement calculatoire et on recommande donc au lecteur qui souhaite s'épargner 
un mal de tête d'en admettre les résultats sans trop s'attarder sur les démonstrations. 



est une base de V\ <8> V 2 * <8> Vq. 



On identifie fcfVF] à k\_Xij,yij, 1 < i,j < 3] comme dans la preuve du lemme 2.1.50 et on explicite 
des bases de certains G-modules qui apparaissent dans k[W] : 
h 
h 

h 
h 
h 
h 
h 
h 
h 

hx 
h 2 
h 3 
hi 
h 5 
h e 
h 7 

fis 
hg 



2/33^11 + 2/23^21 + J/13^31 
î/33^12 + 2/23^22 + Vl3X 3 2 
2/33^13 + 2/23^23 + 2/13^33 

2/322:11 + 2/22^21 + 2/122:31 

2/32^12 + 2/22^22 + Vl2X 32 
2/32^13 + 2/22^23 + 2/12^33 
V31XU + 2/212:21 + 2/112:31 
2/3l2:i2 + 2/212:22 + 2/112:32 
2/312313 + 2/212:23 + 2/112:33 

2:112/21 
: xny 31 

2:212/11 
: 2:212/21 
: 2:212/31 
: 2:312/11 
: 2:312/21 
: 2:312/31 



est une base de£>®V^®y = -D® (sl(V) © Vb), 
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Si 


= £12(2/222/11 


-2/212/12) 


S2 


= £12(2/322/11 


-2/312/I2) 


S3 


= £22(2/322/11 


-2/312/I2) 


S 4 


= £12(2/322/21 


-2/312/22) 


S5 


= £22(2/322/21 


-2/312/22) 


«6 


= £32(2/322/21 


-2/312/22) 


«7 


= £22(2/222/11 


-2/212/12) 


S8 


= £32(2/222/11 


-2/212/12) 


S9 


= £32(2/322/11 


-2/312/I2) , 


*1 


= Vt-)(xt)Xi 1 


— 


ta 


= 2/l2(£32£ll 


- £3l£l2) 


h 


= 2/22(£32£ll 


" £3l£l2) 


tà 


= 2/l2(£32£21 


" £31X22) 


h 


= 2/22(£32£21 


" £31X22) 


te 


= 2/32(£32£21 


" £31X22) 


tr 


= 2/22(£22£ll 


" £21X12) 


ta 


= 2/32(£22£ll 


" £21X12) 


*9 


= 2/32 (£32X11 


-£31X12) , 


Alors 





est une base de e 2 ® (/*_i a /*) ® A 2 (F) ® 7* c fc[VF] 3 , 



est une base de (e x a e 2 ) ® /*_i ® A 2 (F*) «Fc fc[V^] 3 . 



N : = (/i) ■■■J9,hi,.. .,hg,si, ...,s 6 ,ti,...,t 6 )c k[W] 
est un G-module qui engendre l'idéal 7. On note R ■■= k[W]/I. On a le 
Lemme 2.1.54. dim(Homg(/// 2 , R)) > 12. 

Démonstration. D'après |GSI Macaulay2], une famille de générateurs du iî-module Hom^(/// 2 , R) 
est donnée dans la table |2.3| On note $i le morphisme donné par la i + 1-ème colonne de cette 
matrice. On vérifie que les douze morphismes suivants sont G-équivariants et linéairement indé- 
pendants : 

$1 

$20, 
$21, 
$22, 
$23, 
$24, 

"£13$12 + £23$16 + X33$18, 
2/13 $13 +2/23 $14 + 2/33 $19, 
2/12 $8 - 2/22 $9 - 2/32 $10, 
2/l3$8-2/23$9-2/33$10, 
Xl2$ll " X 22 $15 " X 32 $17, 
Xl3$ll - X 23 $15 - X 33 $i 7 . 

Il s'ensuit que Hom^(J// 2 , R) est de dimension au moins 12. □ 



On reprend les notations de la section 1.2 On a dim(A) = 29 et donc d'après le lemme 1.2.6 



on a dim(Tz H) = 29 - rg(p*). Puis, d'après le lemme 2.1.54 on a ig(p*) < 17 et donc il suffit de 
montrer que rg(p*) > 17 pour prouver la proposition 2.1.53 
Pour i = 1, . . . , 9, on définit ipi e Hom^(_R<S>A, R) par 



® i) = si 
iPi(hj ® 1) = 

1pi(Sj ® 1) = Ipiftj 



1) = 



pour j 


= 1,. 


.,9, 


pour j 


= 1,. 


.,9, 


pour j 


= 1,- 


.,6, 
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ï31yl3+ï21y23«Uy33 


x31 


x21 


a: 


















y33 







ï32yl3+ï22y23«12y33 


x32 x22 


Xl2 û 



















■y33 




ï33yl3+ï23y23«13y33 


1 
























G 








x31yl2+i21y22+xUy32 


s 







Û 


■„ 


B 











y32 





■ï31 


x32yl2+ï22y22«12y22 


o o 


s 







; 
















■ y32 


■*32 


x33yl2+x23y22«:13y22 










y 32 y22 yl2 














■ï23 


x31yll+x21y21«Uy21 


















x31 


-x21 


su 


y31 








x32yll+x22y21+xl2y21 















Ij 


x32 


-x22 


-xl2 


G 


■ y31 




ï 33yll+x 23y21+xl 3y 31 










y 31 y21 yll x33 


-x23 


-xl3 


G 







xllyll 


E 















xll 








ylL 






xlly21 















B 





-xll 





y21 


G 




xllySl 
























ïll 


ï31 







x2iyii 


















iZL 















x21y21 





















-x21 





G 


G 




x21y31 























-x21 


G 







x31yll 










û 







K3L 










g 




x31y21 





















-x31 













x31y31 


E 




















-x31 


G 








■ Xl2yl2y21+xl2ylly22 















B 


xl2y22 


xl2yl2 





G 


yl2y21-ylly22 


sl2y21 


■ Xl2yl2y31+xl2ylly32 













; 





xl2y32 




xl2y!2 


yl2y31- ylly32 


sl2y31 


■x22yl2y31+x22ylly32 





b 












x22y32 




x22y!2 G 





s22y31 


■ Xl2y22y31+xl2y21y32 


s 


















-xl2y32 xl2y22 


y22y31- y21y32 




■ X22y22y31+x22y21y32 


S 







Û 




B 





-x22y32 x22y22 







■X32y22y31+x32y21y32 




















-x32y32 x32y22 







■ Kl 2x21y 12+xl lx22y 12 


s 












s 










x22yl2 


s21yl2 


si 2x21- ïllï22 


■Xl2x31yl2+xllx32yl2 


B 























■X22y22xl2y32 


■ n21y22-xlly3: 


si 2x31- ïlls32 


■Xl2x31y22+xllx32y22 





























K31y22 





■X22x31yl2+x21x32yl2 


s 





: 


Û 
















G 





S22x31-ï21s32 


■X22x31y22+x21x32y22 


o o 





: 







s 











G 







■ X22x31y32+x21x32y32 


G 





: 

































■ y23 


S 


-yl3 


B 














y 23 




Ï13 








a 





S 


e 


B 





e 




■ y22 


S 


-y" ? 


B 


xll 





■ï22 





y22 




yl? 


-«12 





■k23 




S 







• 





û 


-y21 


S 


-; ■ 1 








e 


a 





y21 




m 


S 





a 


J 


S 
















J 


S 










il2yl2 


û 




S 










X12y22 

















il2y32 





-yll 


s 










X22yl2 





-y21 


s 


e 








i22y22 


û 


-y31 


s 










i22y32 


s 





s 










-i22y22-)(12y32 


û 




s 


-yîl 








i32y22 


û 


J 


s 


-y31 








i32y32 


■sl2yll 
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e 








û 





s 







->12yll 





û 





■ yl2y3J 







->22yll 





ïl2y3î 





S 







-<12y21 





ï22y3ï 


J 


■ y22y3J 







-<22f21 





ï32y3î 





S 

ïllyl2 




y22y31+y21y32 


-<32j21 





û 


Xl2yl2 













û 





Ù 


Xl2yl2 illylï 








ïl2ï3ï- 


Illï32 


s 


il2y22 nlly22 





e 


S 


X22y22+il2y32 ï21y22n 




K21yl2 








ï22ï3î- 


ï21ï32 -ï32y22 


■ x31yZ 


X22y22 


i21y22 








a 


-ï32y32 


■ x31y3J 


i22y32 ï21y32 


k22i31- 


(21i32 O 



û 


Û 


















(1 





: 




(1 





: 




(1 


a 


: 




(1 


Q 


: 




(1 


(1 






(1 





: 




(1 















: 














(1 



















(1 


Q 


a 




(1 


(1 






(1 








û 


û 


a 




û 





a 






ïl3yl3y21-ilîyny23 ïl2yl3y21-il2ylly23 <13yl2y21-<13ylly22 Û 
ilîyl3y31-il3yny33 «12yl.3y31-il2yl.ly33 <13yl2y31-<13ylly32 Û 
i23yl3y31-ï23ylly33 «22yl3y31- «22ylly33 <23yl2y31-<23yllyî2 
Il3ï23y31-il3y21y33 «12y23y31«12y21y33 <13y22y31-xl3y21y3a 
<23y23y31-«23y21y33 i22y23y31-i22y21y33 x23y22y31 -x23y21y32 
i33y23y31-ï33y21y33 «32y23y31- «32y21y33 <33y22y31 -ï33y21y32 



û fl <13«21yl3-ïllï23yl3 

-Il3i21y23+-illi23y23 

û a <13«31y23-<lli33y23 

Û a <13«21yî3-ïllï23y33 

a a -<13j31y33+Xll»33y33 

a a a Ï23ï31yî3-ï21i33y33 



Table 2.3 - Générateurs du iî-module Rom R (I / 1 2 , R) 
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4>i 


02 


03 


04 


05 


fi, l<i<9 

















hi ■= xnyn 


£nî/i3 


X12V13 


£l3Î/ll 


£l3Î/l2 


£l3?/l3 


si ■= £12(2/222/11 -2/212/12) 

















h ■= V\2(X12X\\ - X 2 lX 12 ) 


















7i 


72 


«1 


s 2 


























£ll(2/22Î/l3 " 2/232/12) 


£«(2/22 2/13 -V2ZV12) 














yw{x 2 2X\z - x 2 zx\ 2 ) 


Vl3(x 22 Xi 3 - X 23 X Ï2 ) 



Table 2.4 



, 71,72,^1, S 2 de Hom (N,R) dans la table 



2.4 



de 



où 5f est le symbole de Kronecker. 
Ensuite, on définit les neuf éléments 0i, . . . 
la façon suivante : pour chaque colonne 2 à 10, la première ligne indique le nom du morphisme et 
chaque autre ligne donne l'image dans R de l'élément de N donné dans la première colonne. Et les 
images de fi, . . . , fg, h\, 8%, t% déterminent entièrement chaque morphisme par G-équivariance. 
Enfin, on identifie ces morphismes à des éléments de Hom^i?®^, R) via l'isomorphisme Hom (N, R) 
Rom%(R® N,R). Par ailleurs, |GS| Macaulay2] nous donne les relations suivantes entre les géné- 
rateurs du R- module I/I 2 définis précédemcnt : 



ri 


= -hi 


8> 2/21 + h 2 ®yu, 






= -/K 


g> î/21 + h 2 ® î/33 + h 5 ® 2/23 + ® 2/13, 




»*3 


= -/ 4 < 


g> 2/21 + /l 2 ® 2/32 + k 5 ® 2/22 + /l 8 ® î/12, 




u 


= "/7< 


8> 2/21 + /l2 ® 2/31 + ^5 ® 2/21 + h s ® yii, 






= "/8< 


g> X 2 1 +hi® î/32 + ^5 ® 2/22 + /l6 ® 2/12, 




r% 


= "/9< 


g> X 2 l + /l 4 ® 2/33 + /l5 ® 2/23 + K ® 2/13, 






= /e® 


£122/11 - /g ® £122/12 - si ® a; 2 3 - s 7 ® 


£13, 


rg 


= -/i< 


S> £222/12 + Î2 ® 2^212/12 + *1 ® 2/33 - *2 « 


^ 2/13, 




= /s® 


£122/11 - /9 ® £122/12 " Si ® £22 " S 7 <S> 


£12, 


rio 


:=-h! 


® £322/22 - /l2 ® (£222/22 + £122/32) + S 


1 ® £31 - *7® 2/21 + *8® 2/11 



Remarque 2.1.55. Ces relations ne suffisent pas à engendrer le module des relations entre les 
générateurs de I/I 2 . 

Le lemme qui suit achève la preuve de la proposition |2.1.53| : 
Lemme 2.1.56. rg(p*) > 17. 

Démonstration. Soit (Ai, A2, A4, . . . , A9, ai, . . . , 0:5, ei, e 2 , /?i, ^2) 6 k 17 tel que 

(2.12) Y, *iP*^i) + E o ij p*(<p j ) + e 1 p*(~ /1 ) + e 2 p*(" f2 )+p 1 p*(ô 1 )+l3 2 p*(ô 2 )=0. 

l<i<9 l<j<5 
i#3 



On évalue (2.12 1 en r\ ® 1, on obtient : 

Q!2£l2(2/ll2/23 " 2/l32/2l) + Q!4£l3(2/ll2/22 " 2/l22/2l) + a5£l3(2/ll2/23 " 2/l32/2l) 

0. 



0. 



a 5 



Donc a 2 = «4 
On évalue (2.121 en r 2 > 
A 8 = A 9 = 0. 



1, r$ ® 1, r4 ® 1, rs ® 1, r$ <g> 1 successivement, on obtient Ai = A4 = A7 



On évalue (2.12) en r 7 



On évalue (2.12) en rg 



On évalue (2.12) en r 9 



On évalue (2.12) en rio 



^2 ; 
= 02 



0. 



0. 



1, on obtient A6 = ei = 
1, on obtient A2 = /?i 
1, on obtient A5 = 0. 
3 1, on obtient a\ = a% = 0. 
Donc {p*(ipi), 1 < i < 9,i * 3} u {p*^),. . . , p* {$5), P* {li), P* {12), P* {h), P* (5 2 )} est une famille 
libre de cardinal 17 dans Im(p*). □ 
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On déduit du lemme |1.2.2| et de la proposition |2.1.53| le 
Corollaire 2.1.57. Le schéma W est singulier en Zq. 

2.2 Cas de GL(V) opérant dans /i _1 (0) 

On considère le cas particulier suivant : 

• Vi = V 2 -■ E et d ■■= dim(£0, 

• W := Hom(E, V) x Hom( V, E) = Hom(£, V) x Hom(£, V) * , 

• G' := GL(E) vu comme sous-groupe de GL{V\) x GL(V2) via le plongement diagonal, 



• B' := (Bi x B 2 ) n GL(E), où B\ et B 2 ont été définis dans la section 1.4.1 
L'opération de GL(Vi) x GL(V 2 ) x G dans W induit une opération de G' x G dans W. On note 

q' = End(£) 

l'algèbre de Lie de G' et 

' £ " = {/6End(i?) |rg(/)<n}. 



On a vu dans la section 2.1.1 que W//G = q'- 11 comme G'-variété. Nous allons étudier 

n s := Hiib^or 1 ^)) 

le schéma de Hilbert invariant pour l'opération de G dans /x _1 (0) et T-L^™ sa composante principale. 
Dans la section 
la section 



2.2.2 



2.2.1 on décrit l'application moment fi: W -*■ End(T^) ainsi que sa fibre en 0. Dans 
on étudie le morphisme de passage au quotient /x _1 (0) -*■ n~ 1 (0)//G. On appelle 
[T 1 (0)// 'G la réduction symplectique de W . On verra que ^i _1 (0)//G est irréductible et on pourra 
donc parler de la fonction de Hilbert h s de la fibre générique de v. Dans la section 2.2.3| on établit 



un résultat de réduction qui permet de ramener la détermination de H^ lln à celle de Hilb^, (W) ; 
ce dernier a été étudié dans la section [2~T] Dans la section [2.2.4| on montre que H s admet plusieurs 
composantes irréductibles lorsque d > 2n. Enfin, on étudie en détail T-L s lorsque n = 1 dans la section 
I2T231 

2.2.1 L'application moment 

Des rappels concernant les variétés symplectiques, les applications moment et les résolutions sym- 
plectiques sont donnés dans la section |A.2| 

Soit <j) : (u\,U2) tr(«2 ° ui) qui est une forme quadratique sur W non-dégénérée et G' x G- 
invariante et soit 51 la forme symplectique sur W définie par : 

(2.13) Vui,i»i e B.om(E,V), Vu 2 ,v2 e Hom(V, E), fl((ui,u 2 ), («i,t>a)) : = <j>(vi,u 2 ) - <j)(ui,v 2 ). 

Alors G' x G opère symplectiquement dans (W,Çl), c'est-à dire que l'opération de G' x G préserve 
O. On vérifie qu'une application moment pour l'opération de G dans (W, Q) est donnée par : 

(2 14) M : W ô * 

(ui,u 2 ) >->■ (<j>: h>->- 4>(h°ux,U2)) 

où l'on rappelle que l'on note g = End(V^) l'algèbre de Lie de G. Puis, on a Pisomorphisme G- 
équivariant 



h h> (h' n-»- tr(h o h')) 

et donc \x : W -* g est donnée par : 

(2.15) V(ui,u 2 )eW, fj,(ux,u 2 ) = ui °u 2 - 
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Remarque 2.2.1. On fera par la suite l'abus de désigner cette application ji comme l'application 
moment pour l'opération de G dans (W, il) bien qu'il en existe une infinité qui se déduisent de /x 
par translation par un élément de g G = k. 

L'application moment coïncide avec le morphisme d e pass age au quotient W -*■ W//G'. En 



particulier, /Lt -1 (0) est le nilcône Af(W,G') (cf définition 2.1.11 et on déduit de |KS11[ Theorem 
9.1] que le schéma /Lt _1 (0) est toujours réduit. La G-équivariance et la G'-invariance de /i impliquent 
que ^ _1 (0) est un fermé G' x G-stable de W, on pourra donc considérer le quotient /z _1 (0)//G. On 
a bien sûr 

f i- 1 (0) = {(u ll u 2 )eW \ Ul ou 2 = 0}. 

Déterminons les composantes irréductibles de /i _1 (0) et leurs dimensions. Soit m e {0, . . . ,d}, 
on définit le fermé 



X' m :=\( Ul ,u 2 )eW 



Im(u2) c Ker(iti), 
rg(u 2 ) < min(n,m), 
dim(Ker(u 1 )) > max(d - n, m). 



2.1.2 (resp. du corollaire 2.1.31 



La preuve de la proposition 2.2.2 (resp. du corollaire 2.2.31 est analogue à celle de la proposition 



Proposition 2.2.2. Chaque X' m est un fermé irréductible de /i 1 (0) et les composantes irréduc- 
tibles de /x _1 (0) sont : 

( X' , ...,X' d si d<n, 

\ x 'd- n > ■ ■ ■ i K sin<d<2n, 

{ X' n sid> 2n. 

Corollaire 2.2.3. Si m < n ou m > d - n, alors dim(X m ) = m(d - m) + dn et donc 

(nd + \d 2 si d < In et d est pair, 

nd + \{d 2 - 1) si d < 2n et d est impair, 
2nd - n 2 si d> In. 

2.2.2 Etude du morphisme de passage au quotient 

Dans cette section, on décrit géométriquement la réduction symplectique /^ _1 (0)//G. On note 

■d" 



N := min 



(*(!)-) 



où l'on rappelle que E(x) désigne la partie entière inférieure de x. On introduit les notations 
suivantes qui nous seront utiles pour les preuves de la proposition |2.2.5| et du lemme |2.2.10| 

Notation 2.2.4. Pour l = 0, . . . , N, on note 



• u\ € Hom(iS, V) le morphisme défini par la matrice 

• u l 2 e Hom( V, E) le morphisme défini par la matrice 

• / e Find(E)- N l'endomorphisme défini par la matrice 

On va utiliser des résultats sur la combinatoire des orbites nilpotentes dans les algèbres de 
Lie semi-simples pour lesquels on renvoie à |CM93j . On rappelle que l'on a une correspondance 
bijective entre les partitions (di > ...> dk) de n' et les orbites nilpotentes O^....,^] de q' (JÇM93, 
§3.1]). On a vue que /i _1 (0) est réduit, donc /i _1 (0)//G est réduit et on a la 



®l,d-l II 

n ~i,cM 0n-l,l 



Il Olti-1 
0d-l,l Qd-Ln-l 



0l,d-l II 
0d-l,d-l 0d-l,l 



Proposition 2.2.5. /i 1 (0)//G = 0[ 2 N ,i' i - 2JV ]- 
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Démonstration. Si / e /x _1 (0)//G c g'- n , alors il existe (1*1,^2) e fi (0) tel que / = u-i o u\ et donc 
/ o f = (tt 2 oui) o (u2 oui) = 112 (u\ oii 2 )oui =0. Donc / est conjuguée à / pour un certain / < N 
et on a donc l'inclusion /i _1 (0)//G c C[ 2 N ,i d - 2N ] ■ Réciproquement, soit / e C[ 2 ™.i £i - 2JV ] ! quitte à 
conjuguer / par un élément de G', on peut supposer que / = / pour un certain l < N. On vérifie 
alors que u\ o u l 2 = et u l 2 o = f l , ce qui achève la preuve de cette proposition. □ 



Remarque 2.2.6. Nous verrons dans la section 
admet toujours des résolutions symplectiques. 



A.2 



que la variété /i 1 (0)//G est symplcctique et 



Corollaire 2.2.7. Le quotient fT 1 ^)// G se décompose en N + 1 orbites pour l'opération de G' : 

Ui := O^iri-aii, pour i = 0, . . . , N. 

Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

{0} = ï7ôc-cï7^ = / i- 1 (0)//G. 

La géométrie de l'adhérence d'une orbite nilpotente dans g' est décrite dans [KP79_ et [KP81_. En 
particulier ^ 1 (0)//G est n ormale ( [KP79] ). de dimension 2N(d - N) ( |CM93| Corollary 6.1.4]) et 
son lieu singulier est U^-i ([KP81, §3.2]). On sait que v est plat sur Un qui est un ouvert dense 
de Ai" 1 (0)//G et donc ^P rin = tHJJn)- 

Remarque 2.2.8. Si d = 1, alors Ti s est le point réduit correspondant au sous-schéma fermé /i _1 (0) c 
W et 7 est un isomorphismc. 

La dimension de la fibre de v en un point de Un est : 

nd - |gP si d < 2n et d est pair, 



nd- \< a2 

2 



(d - 1) si d < 2n et d est impair, 
si d > 2n. 



Notation 2.2.9. Si d < 2n, on note 
H : 



M e GL n ~N(k) \ = GL„_jv(fc) 



qui est un sous-groupe réductif de G. 

Lemme 2.2.10. La /Ï6re de v en un point de Un est isomorphe 



G/ H si d <2n et d est pair, 
G si d> 2n. 



Démonstration. On rappelle que , u 2 et / ont été défini dans la notation 2.2.4 On reprend 
ici des arguments similaires à ceux utilisés lors de la preuve du lemme 2.1.6 Si d < 2n et d est pair, 
alors N = | et on vérifie que Stab G ((uf ,w 2 v )) = H. Or H est un sous-groupe réductif de G, on a 
donc l'équivalence : 



) est fermée dans fj, (0) o Cg(H)-( u i i u 2 ) es ^ fermée dans /j, (0) 



Puis C G {H) 



M 

XI n -N 



MeGL N (k), \e< 



Donc 



G G (i/).«,<) 








M" 




'M' 1 


0" 


{( 

















M e GL N (k) 



est un fermé de ji 1 (0), et donc G.(u^ ,u 2 ) est l'unique orbite fermée contenue dans v 1 (/ JV ). 



Enfin dim(G/iJ) 



(n - N) = N(2n - N) ce qui est aussi la dimension de la fibre générique 



de v. Donc U~ X U N ) = G/ H. 
Si d > 2n, alors N = n et a on vérifie que Stabcdu^ 1 ,u 2 )) = Id et donc v~ 1 (f N ) contient une 
unique orbite fermée isomorphe à G. Or dim(G) = n 2 est la dimension de la fibre générique de v. 
Donc i^" 1 (/ iV ) = G. ' □ 
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Remarque 2.2.11. Si d < 2n et d impair, alors la situation se complique car la fibre de v en un 
point de l'orbite ouverte n'est plus irréductible. On considérera donc uniquement par la suite les 
cas d > 2n et (d < 2n et d pair). 

Proposition 2.2.12. La fonction de Hilbert h s de la fibre générique du morphisme de passage au 
quotient v : /i _1 (0) -*■ /i _1 (0)//G est donnée par : 

VMelrr(G), SI 



àim(M u ) si d <2n et d est pair. 

La fibre /j, _1 (0) est un sous-schéma fermé G" x G-stable de W, donc d'après [BrilO, Lemma 3.3], 
le schéma H s est un sous-schéma fermé G'-stable de Hilb^iy). Ensuite, d'après les propositions 
2.1.14 et 2.2. 12| les fonctions de Hilbert hy/ et h s coïncident lorsque (d > 2n) ou (d < n et d pair). 



Donc, dans ces deux cas, T-L s s'identifie à un sous-schéma fermé de Hilb fc W (W) et ce dernier a été 
étudié dans la section 12.11 



2.2.3 Réduction au cas classique pour la composante principale 
Construction d'un morphisme équivariant vers Gt(N, E) x Gr(d - N, E) 



On souhaite déterminer 7i s en procédant comme dans la section |2.1| c'est-à-dire en utilisant le 
principe de réduction pour se ramener à un schéma de Hilbert invariant plus simple. Dans la 
section |1.5.1 on a construit un morphisme G'-équivariant 



(2.16) mib?(W)^Gv(h s (V),E)xGr(d-h s (V*),E). 



D'après la proposition 2.2. 12| on a h s (V) = h s (V*) = N, donc la restriction du morphisme (2.161 



à H s donne un morphisme G'-équivariant 
(2.17) p s : n s ^Gr(N,E)xGr(d-N,E). 

On note 

O i :={(L 1 ,L 2 )eGT(N,E)xGi(d-N,E) \ dim(Li n L 2 ) = N - i} pour i = 0, . . . ,N. 

Alors les Oi sont les N + 1 orbites pour l'opération de G' dans Gr( N, E) x Gr(d - N, E) et on a : 

Ô^c Ole - c 0^= Gt(N,E) x Gr(d- N,E). 

En particulier, On est l'unique orbite ouverte et 

O =F N , d - N := {(L U L 2 ) eGv(N,E) *Gr(d- N,E) \ L x cL 2 }, 

qui est une variété de drapeaux partiels, est l'unique orbite fermée. La variété Gv(N,E) x Gr(d- 
N, E) n'étant pas G'-homogène, on ne peut pas ramener l'étude de T-L s à l'étude de la fibre de p s en 
un point comme nous l'avons fait dans la section [1.5. 1| Cependant, nous allons voir que p s envoie 
la composante principale "HP™ 1 dans Oq. Nous allons donc pouvoir ramener l'étude de "Hf 11 " à celle 
de la fibre de p s en un point de Oq . La définition qui suit nous sera utile ultérieurement : 

Définition 2.2.13. On considère le diagramme suivant 



Gt(N,E) Gr(d-N,E) 



où pi et p 2 sont les projections naturelles. On note T\ (resp. T 2 ) le tiré en arrière du fibré tautolo- 
gique de Gt(N,E) (resp. de Gr(d - N, E)). 



60 



Schémas de Hilbert invariants et théorie classique des invariants 



Réduction au cas classique pour la composante principale de H s 

On suppose que (d > 2n) ou bien que (d < 2n et d pair). Soient x$ := (Li, L2) e Oq et P := Stabc(a;o) 
le sous-groupe parabolique de G' qui stabilise x . On note 

• W' := ïlom(E/L2,V) x Hom(V, Li) qui est un P x G-module qui s'identifie naturellement à 
un sous-espace vectoriel de W contenu dans ^t _1 (0), 

• v' : W' -* W II G le morphisme de passage au quotient, 

• hw' la fonction de Hilbert de la fibre générique de v' , 

• n' ■■= Hilb^ (W) et n' prin sa composante principale. 

On remarque que h s = hw'- Le but de cette section est de démontrer la 
Proposition 2.2.14. On a un isomorphisme de G' -variétés 

nf m = G'x p n' piin . 

Nous aurons besoin du 

Lemme 2.2.15. Le morphisme p s envoie 1-t plln dans Oq. 



Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |1.5.19| □ 

Le morphisme p s est G'-équivariant, il munit donc "H^" 11 d'une structure de fibration G'- 
homogène. Soit F s la fibre schématique du morphisme p s en xq. L'opération de P da ns T~L PIln 
induite par l'opération de G' dans T-L prin préserve F s par G'-équivariance. D'après (1.261, on dis- 
pose d'un isomorphisme G'-équivariant : 

H plin = G'x p F s . 

Donc, pour déterminer Hf 1111 , on est ramené à déterminer F s comme P-schéma. On commence par 
déterminer F{, la fibre schématique de p s ■ T~L S -*■ Gr(N, E) x Gr(cZ- N, E) en xq comme P-schéma. 

Lemme 2.2.16. La fibre F' B est isomorphe au schéma de Hilbert invariant W et l'opération de P 
dans F' g coïncide, via cet isomorphisme, avec l'opération de P dans H' induite par l'opération de 
P dans W. 



Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |1.5.5| □ 

Comme T-L pvm est une variété de dimensi on 2N( d - N), on en déduit que F s est une variété de 
dimension TV 2 . Ensuite, d'après le lemme 2.2.16 la fibre F s est isomorphe à une sous-variété de 
T-L' prm . Or dim(H' prin ) = iV 2 donc on a un isomorphisme de P-variétés : 



et la proposition |2 . 2 . 1 4] s 'ensuit . 

Remarque 2.2.17. Le schéma W est P-stable et s'identifie à un sous-schéma fermé de H s , donc on 
a l'inclusion de G'-schémas G' x p %' c % s . 



D'après la proposition 2.2.14 la variété H pTln est lisse si et seulement si H ,p lln est lisse, et alors 
7 est une résolution de /i _i (0)//G. On va utiliser les résultats de la section 2.1 pour démontrer le 

Corollaire 2.2.18. 1. Si d est pair et d< n + l, alors 

H s prin = Hom(P/T,T) 

où T est le fibré tautologique de Gr(N, E) et E_ est le fibré trivial de fibre E au dessus de 
Gr(N,E). 
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2. Si n = 1 et d> 3, alors 



Hf Tin = B.om(E/T 2 , Xi) 



où T\, T2 et E sont les fibres au dessus de de la définition 2.2.13 

3. Si n = 2 et d > 4, alors 

W^sBïo(Hom(£/T 2 ,T 1 )) 
es£ l'éclatement de la section nulle du fibré Hom(i?/T2, ïi)), où Xi, T2 et E_ sont les fibrés 



au dessus de T24-2 de la définition 2.2.13 



En particulier, dans chacun de ces cas la variété H^ 1 " 1 est lisse et donc le morphisme de Hilbert- 
Chow 7 est une résolution de /z _1 (0)//G. 



Démonstration. Les cas (d est pair et d < n + 1) et (n = 1 et d > 3) découlent du corollaire 2.1.13 
Le cas n = 2 et d > 4 découle du théorème 12.1.251 □ 

Remarque 2.2.19. Lorsque (n = 1 et d > 2) ou (d = 2 et n > 2), on a /i _1 (0)//G = t/i u {0}. La 
proposition 1 1.5. 23] s 'applique et on retrouve les mêmes résultats que ceux donnés par le corollaire 



2.2.4 Réductibilité de H s 

On suppose dans cette section que d > 2n, c'est-à-dire que N = n. Nous allons démontrer la 
Proposition 2.2.20. Le schéma T~L S est réductible. 
Soient 

x n •■= ((e 1; ...,e„), (e n+1 , . . .,e d )) e O n 
un point de l'orbite ouverte de Gi(n,E) x Gr(d-n, E) et 

W" := Hom(£/ (e n+1 , . . . ,e d ) , V) x Hom(V, ( ei , . . . , e„)) 

qui s'identifie naturellement à un G-sous-module de VF. On a un isomorphisme de G-modules : 

(2.18) W" = Hom«ei, . . . ,e„) , V) x Hom(V, (ei, . . . , e„)). 

On peut alors munir W" de la forme symplectique fl définie par 2.13| et considérer p! l'application 
moment pour l'opération de G dans (W",fl) comme nous l'avons fait pour (W, Î7) dans la section 

[223] 

Le lemme qui suit se démontre comme le lemme |1.5.5| : 

Lemme 2.2.21. La fibre schématique F'J du morphisme p s : T-L s -> Gr(n,E) x Gi(d- n, E) en x n 
est isomorphe au schéma de Hilbert invariant Hilb^ (/i' _1 (0)). 

Remarque 2.2.22. La fonction de Hilbert h s qui apparaît dans le lemme [2.2.21| ne coïncide pas 
en général avec la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme de passage au quotient 
p'-\0)^p'-\0)//G. 

D'après le lemme 2.2.15 le m orphism e p s envoie la composante principale "Hf Iln dans Oq. 
Donc, pour montrer la proposition 2.2.20 il suffit de s'assurer que Hilb^ (^ /_1 (0)) est non vide. 



Pour ce faire, on identifie W" avec Hom(i?', V) x Hom(V, E') via l'isomorphismc (2.181, où l'on 
note E' := (ei, . . . ,e n ). Alors W" est naturellement muni d'une structure de GL(E') x G-module 
et on a 

(2.19) k[W"] 2 = (S 2 (E') ® S 2 (V*)) e (S 2 (V) ® S 2 (E'*)) 

e (A 2 (E') 9 A 2 (V*)) e (A 2 (V) ® A 2 (E'*)) 
e ((sl(E') e M ) <S> (sl(V) e V )) comme GL(E') x G-module, 

où A1q désigne le GL(£")-module trivial. 
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Ensuite, soit J l'idéal de k[W"] engendré par M <S> (sl(V) ® V ) c k[W"] 2 - Alors // _1 (0) = 
Spec(k[W"]/ Jo) et donc on a une correspondance bijective, donnée par le morphisme de passage 
au quotient, entre les idéaux de contenant l'idéal Jo et les idéaux de A;[/i' _1 (0)] = k[W"]/Jo : 

(2.20) - : fc [f] - 

Notation 2.2.23. On note I l'idéal de k[W"] engendré par (sl(E') ® V" ) © (M ® Vb) © (M ® 

L'idéal Jo es t homogène, GL(E') x G-stable et contient l'idéal engendré par les G-invariants 
(resp. par les GL(iï')-invariants) homogènes de degré positif de D'après ce qui précède, 

l'idéal Io s'identifie naturellement à un idéal de fc[// _1 (Q)] et on a la 

Proposition 2.2.24. I e Hilb£(// _1 (0)). 

Démonstration. Il suffit de vérifier que Jo a la bonne fonction de Hilbert, c'est-à-dire que 

k[W"]/I = M edim(M) 

MsIrr(G) 



comme G-module. Des arguments similaires à ceux utilisés dans les preuves des propositions |2 . 1 . 20] 
et 



2.1.21 nous donnent la décomposition de k[W"]/Io comme GL(E') x G-module : 



k[W"]/I = © S\E'*)®S X (V). 

Comme dim(F) = dim(£"), on a dim(S A (V)) = dim(S x (E'*)) pour tout A e A+ et le résultat 
s'ensuit. □ 

Remarque 2.2.25. L'idéal Jo est un point fixe de Hilb^ (/i' _1 (0)) pour l'opération de GL(E'). On 
en déduit que H s admet une composante irréductible distincte de H^™ de dimension supérieure 
ou égale à dim(0„) = 2n(d- n). 

2.2.5 Etude du cas dim(V) = 1 

Dans cette section, on fixe n = 1 et d > 2. Alors G = G m est le grou pe multiplicatif, /i _1 (0)//G = 



Op,i<i-2] et p s : Us ->• PÇg) x Gr(d- 1,J5) est le morphisme (2.17). On a vu que %P rm est une 
variété lisse (corollaire 2.2.18[ ). Nous allons utiliser les résultats des sections précédentes et de la 



section 



2.1.2| pour déterminer T-L s comme G'-schéma. On a la 



Proposition 2.2.26. On a un isomorphisme G' -équivariant 

?4 = {(/,L)e0 [2ad - 2] xP( fl ' sl ) | feL}. 

Le schéma % a est donc la réunion de deux composantes irréductibles lisses C\ et Ci de dimension 
2d-2 : 

• Gi := {(/,£) eOpj^jxPfqy^]) | / e L) = nr n et 7 : 7^™ -+ est l'éclate- 



ment en de O 



d-21 



[2,1 

. G 2 := {(0,L) e [24 ,- 2] x P( ' £l )} = P^'" 1 ). 

M l'intersection de ces deux composantes irréductibles est : 
Ci n G 2 = {(0,L) e x P(0 [2ild - 2] )} = P(0 [2ild - 2] ). 

Démonstration. D'après la proposition |2 . 1 . fïï] on a une immersion fermée 

7 xp s : H S ^Y :={(/, L)6 [2 ^]xP(g' Sl ) | / 6 i} . 

On vérifie que y est la réunion des deux fermés irréductibles Ci et C 2 qui sont tout deux de 
dimension 2d - 2. Le morphisme 7 x p s envoie %P rin dans Ci ; ce sont deux variétés de même 
dimension, donc 7 x p s : "HP" 11 -*■ Ci est un isomorphisme. Puis, on a vu dans la section 2.2.4 



que 'Hs admet une deuxième composante irréductible de dimension au moins 2d - 2, ce qui est la 
dimension de C 2 et donc 7 x p s est un isomorphisme entre cette seconde composante de T-L et C 2 . 
Enfin, on vérifie que Ci n C 2 est bien ce qui est annoncé dans la proposition. □ 
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Remarque 2.2.27 '. On vérifie que la composante C2 de H s est formée des idéaux homogènes de 

k[n-Ho)l 

Lorsque n > 2 et d > 2n, les choses se compliquent car des composantes irréductibles de T-L s de 
grande dimension peuvent apparaître. Par exemple, pour n = 2 et d > 4, on vérifie que la compo- 
sante formée des idéaux homogènes de fc[^ _1 (0)] est de dimension 4d - 5, alors que la composante 
principale est de dimension Ad - 8. De plus, on a montré l'existence d'au moins deux composantes 
irréductibles pour H s , mais il peut exister encore d'autres composantes irréductibles a priori. 



Chapitre 3 

Cas des autres groupes classiques 



3.1 Cas de 0(V) opérant dans V® 11 ' 

On se place dans la situation 3 : on a G ■= 0(V), G' ■= GL(V'), W := Hom(V' ,V) et l'opération 



de G" x G dans W est donnée par (1.14) 



3.1.1 Etude du morphisme de passage au quotient 

Les résultats essentiels de cette section sont les propositions |3.1.4| et |3.1.6| qui décrivent les fibres 
et l'ouvert de platitude de v. On suit dans cette section le même cheminement que dans la section 

ELU 

D'après le premier théorème fondamental pour 0(V) (voir |Pro07l §11.2.1]) l'algèbre des inva- 
riants fcfVF] est engendrée par les (i \ j), où pour chaque couple 1 < i < j < n' , on définit 
la forme bilinéaire symétrique (i | j) sur W = V @n par : 

(3.1) V Vl> ...,v n r 6 V, (i\j):(yi,...,v n r)^y<j>(vi,Vj) 



où l'on note <fi la forme polaire associée à la forme quadratique q définie par (1.161. On a le 
morphisme naturel G' x G-équivariant 

(3.2) Kom(V',V) ^Rom(S 2 (V),S 2 (V)),w» S 2 (w). 

D'après [FH911 §19.5], il existe un G-module irréductible M (différent de Vo) tel que S 2 (V) = V ®M 
comme G-module, et la représentation triviale Vo est engendrée par la forme quadratique q. Le 
morphisme de passage au quotient v est obtenu en composant le morphisme (3.2) et le morphisme 
G-invariant 

Hom(5 2 (F')^ 2 (^)) -Hom(S 2 (y'),Vb) = S 2 (V'*) 
induit par la projection S 2 (V) -> Vq. On a donc 

v. B,om(V',V) -* S 2 (V'*) 
W H»- t ww 



où l'on note t w la transposée du morphisme w. 
Et donc 

W//G = S 2 (V'*)- n ■■= {Q e S 2 {V'*) | rg(Q)<n} 
est une variété déterminantielle symétrique. 

Si n' < n, alors W//G = S 2 (V'*) est un espace affine. Sinon, c'est une variété normale ( |SB001 §3.2, 
Théorème 2]), de dimension n'n - \n(n - 1), de Cohen-Macaulay ([SBOO, §3.4, Théorème 4]) et 
singulière le long du fermé S 2 ^'*)- 71 ' 1 ( |Wey03| §6.3]). De plus, W//G est de Gorenstein si et 
seulement si n' - n est impair (|Wcy03, Corollary 6.3.7]). 
On pose 

N := min(n', n). 
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L'opération de G' dans W induit une opération dans W//G telle que v soit G'-équi variant : 

VQeW//GcS 2 (V'*), Vg'eG', g 1 .Q = g'^Qg" 1 . 
Pour cette opération, W//G se décompose en N + 1 orbites 

Ui:={Q^S\V'*) | rg(Q) = î } 
pour i = 0, . . . , N. Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

{0} = I/o c Ul c ... c Uû = W//G. 

En effet, pour chaque i = 0, . . . , N, on a Ui = S 2 (V'*)- 1 . En particulier, l'orbite U N est un ouvert 
dense de W//G. 

On rappelle que l'on note Af(W,G) le nilcône, c'est-à-dire la fibre schématique en du mor- 
phisme v. Dans [KSllj, Kraft et Schwarz ont montré certaines propriétés géométriques du nilcône : 
il est irréductible si n' < 5 et il est réduit si et seulement si n' < ^. Pour simplifier, on considère 
dorénavant Af(W, G) muni de sa structure réduite. Nous allons déterminer les composantes irré- 
ductibles de Af(W, G) ainsi que leurs dimensions. 

Soit m 6 N, on note OGr(m, V) le schéma (projectif) des sous-espaces isotropes pour la forme qua- 
dratique q et de dimension m dans V lorsqu'elle existe. On rappelle que q est non dégénérée, donc 
la dimension de n'importe quel sous-espace de V totalement isotrope maximal pour l'inclusion est 
E(^). Il s'ensuit que le schéma OGr(TO, V) existe si et seulement si m e {0, ... , E(^)}, et dans ce 
cas 

dim (OGr (m, V)) = m(n - m) - -m(m + 1). 

Le schéma OGr(m, V) est réduit et homogène sous G. Il est irréductible, sauf lorsque n est pair et 
m = | , auquel cas OGr(m, V) est la réunion de deux composantes irréductibles isomorphes, chacune 
homogène pour l'opération de SO(V) mais échangées par n'importe quel élément de 0(V)\SO(V). 

Proposition 3.1.1. • Si n est pair et n' > 2 alors Af(W,G) est la réunion de deux variétés, 
chacune de dimension \nn' + |n 2 - |n. 

• Si n est impair et n' > alors Af(W, G) est une variété de dimension |n'(n- 1) + |n 2 - |. 

• Si n' < alors J\f(W,G) est une variété de dimension nn' - |n/(n' + 1). 
Démonstration. On a 

Af(W,G) = {w£lîom(V',V) | t ww = 0}. 

Or 

ww = <=>• Vx, y e y, t x t wwy = 

<=> Im(w) est un sous-espace vectoriel isotrope de V. 

On pose a := min(n',i?(^)) et soit 

Z:={(w,£)eHom(y',V0xOGr(a,V0 | Im(w) c L} 
alors on a le diagramme suivant : 



Z 




Af(W,G) OGr(a,V) 

où les pi sont les projections naturelles. On fixe Lq e OGi(a,V), alors -Z est un fibré vectoriel 
G-homogène au dessus de OGr(a,V r ) de fibre en Lq isomorphe à Hom(V',Lo). Et donc 

dim(£) =dim(OGr(a,y)) + dim(Hom(F',L )) 
= a(n - a) - —a(a + 1) + an' 

= a(n' + n - a) — a(a + 1). 
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Soient Z' := {(w,L) e Z \ rg(w) = a} et X := {w e Af(W,G) \ rg(iu) = a} qui sont des ouverts 
denses de Z et Af(W, G) respectivement. Alors p\ : Z' X est un isomorphisme. Si n est impair 
oun'< —, alors Z est irréductible et donc Af(W,G) est irréductible. En revanche, si n est pair 
et n' > |, alors Z est la réunion de deux variétés de même dimension et il en va de même pour 
Af(W,G). Dans tous les cas, on a dim(M(W, G)) = dim(Z) et le résultat s'ensuit. □ 

Nous allons maintenant nous intéresser à la description géométrique des fibres de v au dessus 
de chaque orbite Ui. 

Notation 3.1.2. Soit < r < N, on note 



Ir 
On'-r.r 



où I r est la matrice identité de taille r. La matrice J r est symétrique de rang r et donc s'identifie 
naturellement à un élément de U r - 



On fixe r e {0, . . . , N} et on définit w r : 
G. On vérifie que 

G r 



Ir 0r,n'-r 
0n-r,r On— T,Tl f — r 



€ W et G r le stabilisateur de w r dans 



M eO n - r (k) Uo n _ r (fe) 



7 r 
M 

et = rVo ffi E r comme G^-module, où E r désigne la représentation standard de G r et Vo la 
représentation triviale de G r . On note N Wr la représentation slice de G r en w r (voir la définition 



2.1.7 1, alors on a le 



Lemme 3.1.3. On a un isomorphisme de G r -modules 

N Wr s (n' - r)E r e r(n' - i(r - 1))V . 



Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme \2.1. 



□ 



Soient Fi et -F2 des espaces vectoriels de dimensions n' - r et r(n' - \{r- 1)) respectivement et 
dans lesquels G r opère trivialement. D'après le lemme [3.1.3| on a un isomorphisme de G r -modules 

N Wr =ïlom(F 1 ,E r )xF 2 

et le morphisme de passage au quotient : A^ r -> N Wr //G r est donné par : 

z/ w : Hom(Fi, x F 2 ^ S 2 (F?)xF 2 . 

(w,x) i-* ( l ww,x) 

Donc Af(N Wr ,G r ) ■■= ^jyCi'jvCO)) = ^jv (0) = ^'îv comme schéma, avec 



N 



ïloxa(Fi,E r ) ^ S 2 (Ff). 



On en déduit la 

Proposition 3.1.4. ^4uec /es notations précédentes, on a un isomorphisme G-équivariant 

v-\j r ) = G* G r i/^(0). 
iJn particulier, si l'on note H := Gjv, on a 



G si n' > n, 

G/ H si n' < n. 



Démonstration. La preuve est analogue à celle de la proposition 2.1.9 



□ 
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Corollaire 3.1.5. Soit r e {0, . . . ,N}, alors la dimension de la fibre du morphisme v en J r vaut : 



• n n ■ 



n' {n' + 1) lorsque In' - r < n, 
'(n - r) + |(r+ n) 2 - \{n + r) lorsque 2n' - r > n et n - r est pair, 



'(n - r - 1) + |(r + n) 2 - | lorsque 2n' - r > n et n - r est i 



impair. 



Pour chaque couple (n,n'), le corollaire 3.1.5 permet d'une part de calculer la dimension de la 
fibre générique de v, d'autre part de déterminer l'ouvert de platitude de v. En procédant comme 
pour la proposition |2.1.11| on montre la 

Proposition 3.1.6. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés 
par le tableau suivant : 



configuration 


dim. de la fibre générique 


ouvert de platitude 


n' < n 
n' = n 
n' > n 


n'n - |n'(n' + 1) 
|n(n - 1) 
^n(n - 1) 


U n ' U ••• U f7 ro ax(2n'-n-l,0) 
U n U Un-1 
Un 



Corollaire 3.1.7. Le morphisme v est plat sur W//G tout entier si et seulement si n> 2n' - 1 et 
dans ce cas W//G = S 2 (V'*). 

Le corollaire qui suit est une conséquence de la proposition |1.1.6| et du corollaire |3.1.7| 
Corollaire 3.1.8. Si n> 2n' - 1, alors T~L = S 2 (V'*) et 7 est un isomorphisme. 



On s'intéresse, dans la proposition qui suit (et qui se démontre comme la proposition 2.1.141, à 
la fonction de Hilbert de la fibre générique de v. On note comme précédement H := Gjq = O n _jv(fc) 
le stabilisateur de wjv dans G. 



Proposition 3.1.9. La fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme v est donnée par : 
VAfelrr(G), h w {M) 



dim(M) 
dim(M H ) 



si n >n, 
si n' < n. 



Remarque 3.1.10. Si n = 1, alors G = Z2 qui est le groupe d'ordre 2. Les mêmes arguments que ceux 
utilisés dans la preuve du théorème 2.1.16 permettent de montrer que H = "% prm est une variété 



lisse isomorphe à l'éclatement en de W//G (mais cette méthode revient ici à utiliser un marteau 
pour écraser une mouche). 

3.1.2 Etude du cas dim(V) = 2 

Dans toute cette section, on fixe n = 2. Alors on a G = 2 (k), W//G = S 2 (V'*)- 2 et p : T~L -*■ 
Gr(2,T^'*) est le morphisme de la section [ï. 5.1 On note 

Y :={(Q,L)eW//GxV(W//G) | Q e L} = O nw//G) (-l) 

l'éclatement de W//G en l'origine et Yj l'éclatement de Yç> le long de la transformée stricte de 
S 2 {V'*)~ l . Nous verrons que Y\ est isomorphe à l'éclatement de la section nulle du fibré S 2 (T) au 
dessus de Gr(2,V^'*) où T désigne le fibré tautologique de Gr(2, V'*). 
Nous allons démontrer le 



Théorème 3.1.11. 



Si n' = 2, alors T-L = Yq et 7 est l'éclatement de W//G en l'origine. 



• Si n' > 2, alors H = Y\ et 7 est une résolution des singularités de W//G. 
En particulier H est toujours une variété lisse. 



Remarque 3.1.12. Si n' = 1, alors T-L = W//G et 7 est un isomorphisme d'après le corollaire 3.1. 

La stratégie adoptée pour démontrer le théorème |3 . 1 . 11 1 est la même que celle utilisée pour 
démontrer le théorème 2.1.25 On commence par établir le cas particulier n' = 2, puis on établit 



le cas n' > 2 à la fin de la section à l'aide du principe de réduction (voir la section 1.5.1 1 en se 
ramenant au cas n' = 2. 
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Représentations de C>2(k) 



Des rappels concernant la théorie des représentations de SO n (k) et O n (k) ont été effectués dans 
la section [1.4. 2| Cependant cette théorie est particulièrement simple pour n = 2. En effet, d'après 
[FH91, Exercise 18.2], on a un isomorphisme de groupes algébriques S02(k) = G m et donc d'après 
(1.20), on a 0-2(k) = G m k %2- Les G m -modules irréductibles sont tous de dimension 1 et si M est 
un G m -module irréductible, il existe un unique d € Z tel que : 

VteG m , VmeM, t.m = t d m. 

On note alors M = ■ Les G m -modules irréductibles sont donc paramétrés par les entiers relatifs : 

d e Z ^ T dei 

et les 02(fc)-modules irréductibles sont : 

• le module trivial Tq, 

• le module signe noté e, 

• les modules Ti ei © r_,; £l , où i > 0, qui sont tous de dimension 2. 



En particulier, la représentation standard de C>2(k) (et de SC>2(k)) est isomorphe à r_ Cl ®r ei . 
Ensuite, par définition de la forme quadratique q, on a Mat&(q) = g ^ 



où B est la base de V 



fixée dans la section 1.4.1 On va effectuer un changement de base dans V. Soit Bq := {«1,^2} la 

Dans la base Bq, on a 



base de V telle que Mat Bo (q) 



1 





a " 






cT 1 


, a e G m j 



et r ei = (vi) , r_ £l = («2). Dans toute la section 3.1.2 on travaillera dans les bases Bq et B' de V et 
y' respectivement. Nous aurons besoin par la suite d'expliciter des bases de certains B' x G-sous- 
module de k[W] et ce changement de base va nous permettre d'avoir des générateurs "simples" 
pour ces modules. 

Points fixes de % pour l'opération de B' 

On suppose pour le moment que n' = 2. Nous allons déterminer les points fixes de B' dans %. On 
commence par écrire la décomposition de ^[VFjj comme G' x G-module : 

(3.3) k[w] 2 = s 2 (w*) = (S 2 (V) ® (r 2ei e r_ 2ei e r )) e (A 2 (V ) ® e). 

Notation 3.1.13. On note : 

• J l'idéal engendré par les G-invariants homogènes de degré positif de /cfT'F], 

• D :=< e\.e\ > l'unique droite -B'-stable de S 2 (V), 

• / l'idéal de k[W] engendré par (S 2 (V) ® T ) e (D <8> (r 2ei e r_ 2ei )) c k[W] 2 . 

Remarque 3.1.14. On a Jn/c[iy]2 = S (V) <S> To comme G' x G-module et ce module engendre 
l'idéal J. L'idéal / est homogène, B' x G-stable et contient l'idéal J. 

Théorème 3.1.15. L'idéal I est l'unique point fixe de "H pour l'opération de B' . 



Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du théorème |2 . 1 . 30 1 en considérant Iz un point 
fixe de B' et en étudiant k[W]/Iz composante par composante : 

• Composantes de degré et 1 : 

On a bien sûr I z n k[W] Q = {0} et I z n k[W\ * k[W] v 

• Composante de degré 2 : on utilise la décomposition (3.3 1. 
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Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz comme G-module, on a nécessairement fc[W / ] 2 n 
Iz 2 3ro©(r 2ci ffir_2£i)- En effet, le G-module k[W]/Iz contient déjà une copie de la représentation 
triviale (qui provient de la composante de degré 0), il ne peut donc pas en contenir d'autre. Ensuite, 
k[W] 2 contient 3 copies de r 2£l © r_ 2 e 1 qui est un G-module de dimension 2, donc fc[W / ] 2 n 
Iz contient au moins une copie de r2 £l ffi r_2e!- Comme k[W]2 n Iz est B'-stable, il contient 
D ® ((r2 £l ©r_2ei)) car D est l'unique droite S'-stable de S 2 (V). Il s'ensuit que Iz contient 
(5 2 (V) ® V ) © (D ® ((r 2ei © r_ 2ei ))) et donc I z I- Le lemme qui suit implique que cette 
inclusion est en fait une égalité et achève ainsi la démonstration du théorème |3.1.15| : 

Lemme 3.1.16. L'idéal I a pour fonction de Hilbert hw . 

Preuve du lemme : Il faut montrer que 

k[W]/I= M edim(M) 

Melrr(G) 

comme G-module. On a l'inclusion d'idéaux Je/, d'où l'isomorphisme de B' x G-modules 

(3.4) W/,«. 

On commence par déterminer la décomposition de k[W]/J en G-modules irréductibles. On note 
les éléments w e W sous forme matricielle via le choix des bases £>o et B' : w 



xi 2/i 

X2 î/2 



et on 



identifie k[W] à k[xi, x%, 2/1,2/2] • 
Alors 

J = (xxx 2 , 2/12/2,^12/2 + 2:22/1) 
et k[W]/J a pour base les images des monômes 

{x\y\,x\y\,xxy 2 \ p, q > 0} c k[W] 

dans k[W]/J. On a donc une décomposition de k[W]/J en droites S'0(T^)-stables. On en déduit 
la décomposition de k[W]/J en G-modules irréductibles : 



représentation 


droite(s) des vecteurs de plus haut poids 


multiplicité dans k[W]/J 


r 

e 

Tj ei © r_ J£1 


(1) 

{xïyt p ), 3>l, 0<P<3 


1 
1 

J + l 



Ensuite, on a / = J + (x^x^) donc l'idéal I/J est engendré par les images des éléments x\ et x\ 
modulo J. Donc, l'image du monôme x^ y 3 ^ dans k[W]/J est dans J/J si et seulement si j > 2 et 



p > 2. On en déduit, via l'isomorphisme (3.4 1, que chaque G-module irréductible apparaît avec une 



multiplicité égale à sa dimension dans k[W]/I. □ 

Remarque 3.1.17. On a Stabc(^) = B' , donc l'unique orbite fermée de H est isomorphe à G'/B' = 
P 1 . 

Le corollaire qui suit découle du lemme |1.2.1| et du théorème |3.1.15| : 
Corollaire 3.1.18. Le schéma H est connexe. 

Espace tangent de H en Z$ 

On note Zo := Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la 
Proposition 3.1.19. dim(T Zo "H) = 3. 
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On identifie ^[H^] à k[x\, x%, yi, y 2 ] comme dans la preuve du lemme 3.1.16 et on explicite des 
bases de certains B' x G-modules qui apparaissent dans fc[M / ]2 : 



est une base de S 2 (V) <g> (T 2£l © r_ 2£l ). 



h 

h 
h 

hi 
h-2 
h 3 

/?4 
II', 

On reprend les notations de la section |Ë2] Soit R := et soit 

N:=(fi,f2,f3,h u h2)ck[W] 
qui est un B' x G-module qui engendre l'idéal I. D'après \QS\ Macaulay2| , les relations entre les 



xix 2 j 

Uiy2 \ est une base de S 2 (V) ® Tq, 

xiy2 + x 2 yi J 

" X \ 
- x 2 

-vl 
-vl 

■■ xiVi 
■ x 2 y2 J 



générateurs ci-dessus du iî-module /// sont données dans la table 3.1 



xlx2 -yl xl -y2 -x2 -xly2 x2y2 

yly2 Q G G G G 

x2yl+xly2 xl G x2 G G G G 

xl"2 -y2 -x2 Q x2y2 y2~2 G 

x2"2 G G -yl xl G yl~2 -xly2 



Table 3.1 - Relations entre les générateurs de I/I 2 
En particulier, on a les relations suivantes données par les colonnes 2 et 5 respectivement : 

r 1 := xi ® / 3 - yi ® fi - y 2 ® hi , 
r 2 ■■= x 2 ® /1 - xi <8> h 2 . 



1.2.1 



On a dim(iV) = 5 et donc d'après le lemme 1.2.6 on a dim(Tz 'H) = 5 - rg(p*). D'après le lemme 



la variété 'H prin contient au moins un point fixe pour l'opératio n de B' , donc Zq e 'H pim et 

il suffit de montrer 



3.1.19 



donc dim(Tz 'H) > dim("H pnn ) = 3. Donc, pour montrer la proposition 
le 

Lemme 3.1.20. rg(p*) > 2. 

Démonstration. Pour i = 1,2,3, on définit tpi e Hom^(iî <g> N, R) par 

ipi(hj ® 1) = pour j = 1, 2, 
l/"i(/j®l)=<*i pour j = 1,2, 3, 

où ôf est le symbole de Kronecker. Les tpi forment une famille libre de Hom^(iî ® N, R), nous 
allons voir que {p*{tpi), P* (^3)} est une famille libre de Hom^(iî ® 1Z, R) ce qui démontrera le 
lemme. Soient Ai, A3 e k tels que 

Aip*(Vi) + A 3 ^(^ 3 ) = 0. 
On évalue cette relation en r 2 , on obtient : 

Ai ipi(p(l ® r 2 )) + X 3 i> 3 (p(l ® r 2 )) = Ai^i(r 2 ) + A 3 ^3(r 2 ) = Aia; 2 = 0. 
De même, on évalue cette relation en r%, on obtient : 

\3X1-\1y1 =0. 

On en déduit que (Ai, A3) = (0,0) et donc {p*(tpi), p*(^ 3 )} est bien une famille libre. □ 
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xlx2 G x2 Kl x2y2 G 

yly2 1 G G G G G G G G 

x2yl+xly2 G x2 xl y2 yl y2"2 G G G G 

xl"2 G G G 2x1 G G yl~2 G G G 

x2"2 G G G G 2x2 G G y 2*2 x2y2 xly2 



Table 3.2 - Générateurs du iî-module Kom R (I / 1 2 , R) 



Remarque 3.1.21. D'après |GS[ Macaulay2], une famille de générateurs du iî-module Hom^(i/i 2 , R) 
est donnée dans la table 13.21 

On note $i le morphisme associé à la colonne i + 1. On vérifie que les trois morphismes <&i, $7 + $g 
et |(yi < l>4 + sont G-équivariants et linéairement indépendants. Ils forment donc une base de 

l'espace vectoriel Uom%(I / 1 2 , R) et on en déduit, comme dans la remarque 



2.1.36 



que 



Rom%(I/I 2 ,R) = D* ®\D 



S 2 (V) 
D 

comme B'-module. 

On déduit du lemme |1.2.2| et et de ce qui précède le 

Corollaire 3.1.22. % = H plln est une variété lisse de dimension 3. 

Construction d'un morphisme équivariant ô : % -* P(W//G) 

Le lemme qui suit découle de la théorie classique des invariants comme les lemmes |HTT1 et |2.1.38| 
Lemme 3.1.23. Le k[W] -module k[W]^ r2 ^ &T _ 2e j est engendré par Hom^(r 2ei er_ 2ei ,fc[^] 2 ). 
Puis, on a l'isomorphisme de G'-modules 

Hom G ((r 2£l ffi r_ 2£1 ), k[W] 2 ) = S 2 (V). 



Lia, proposition 1.3.1 donne un morphisme G'-équi variant 

-H^Gr(2,S* 2 (V^)). 

Et V* ®det(F') = V, donc S 2 (V'*) <S> det 2 (V) = S 2 (V) et donc 

Gr(2,S 2 (V'*)) = P(S 2 (V')) = P(S 2 (V'*)) = P(W//G) 

comme G'-variété. On obtient donc un morphisme G'-équivariant 

(3.5) S: H-+P(W//G). 

On rappelle que l'on note 

Y Q :={(Q,L)eW//GxP(W//G) \ Q e L} = O p(w//g) (-1) 

l'éclatement en de W//G. On vérifie alors que le morphisme 7x1? envoie T~L dans Yq. Puis, en 
procédant comme pour la proposition |2.1.41[ on montre que le morphisme 7 x S : H -*■ Yq est un 
isomorphisme G'-équivariant. 

Cas n' > 2 



Pour tout L e P(W//G), on définit Im(L) comme dans la notation 2.1.42 On considère la variété 
Z := {(Q, L, E) e W//G x P(W//G) x Gr(2, V'*) \ Q e L et Im(L) c E} . 



72 



Schémas de Hilbert invariants et théorie classique des invariants 



On a le diagramme 




Gr(2,F'*) 



où qi et q 2 sont les projections naturelles. En particulier, avec les notations du début de la section, 
on vérifie que Z = S 2 (T) . 

Lemme 3.1.24. On a un isomorphisme de variétés Yi = Z et via cet isomorphisme, l'éclatement 
Y\ -* Yq s 'identifie au morphisme q\ : Z ->-Yq. 

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |2.1.43| □ 

On raisonne alors comme dans la section |2.1.4| : on identifie Y\ à Z grâce au lemme |3.1.24[ on 
montre l'existence d'un isomorphisme G'-équivariant H = Y±, on identifie T-L à Y\ via cet isomor- 
phisme et on montre que 7 est la composition des éclatements Yï -*■ Yq W//G. En particulier, 7 
est toujours une résolution de W//G. 



3.1.3 Etude du cas dim(V) = 3 

Dans toute cette section, on fixe n = 3. On a G = 3 (k), W//G = S 2 (V'*)~ 3 et p : H -* Gr(3, V'*) 
est le morphisme de la section |1.5.1| Nous allons démontrer le 

Théorème 3.1.25. Si n' > 3, alors le schéma H. est singulier. 

Remarque 3.1.26. Si n' < 2, alors T-L = W//G est une variété lisse et 7 est un isomorphisme d'après 
le corollaire 13.1.81 

Lorsque n' = 3, la non-lissité de T-L est donnée par le corollaire |3.1.37| Le cas général n' > 3 



se déduit du cas particulier n' = 3 grâce au principe de réduction (proposition 1.5.6). Nous allons 
procéder comme pour la démonstration du théorême |2.1.44| cependant les choses vont s'avérer un 
peu plus compliquées ici car nous allons voir que "H possède deux points fixes pour B' . 



Représentations de O^(k) 

Comme pour le cas n = 2, la théorie des représentation de O n (k) est particulièrement simple lorsque 
n = 3. D'après [FH91, §10.4], on a un isomorphisme de groupes algébriques S0 3 (k) = PSL 2 (k), où 



PSL 2 {k) := SL 2 (k)/{±I 2 }. Et donc, O s (k) = PSL 2 {k) x Z 2 d'après flL2Q |. 
Les représentations irréductibles de SL 2 (k) sont paramétrées par les entiers naturels : d 6 N 
V(d), où V(d) := k[x,y] d est l'ensemble des polynômes homogènes de degré d. En particulier, on 
a dim(V r (d)) = d+1. Les représentations irréductibles de S0 3 (k) sont donc paramétrées par les 
entiers naturels pairs : d e 2N V(d). On note Mq (resp. e) la représentation triviale (resp. la 
représentation signe) de Z 2 . Les représentations irréductibles de 3 (k) sont : 

• V(d) ® Mo, avec d pair, de dimension 

• V(d) <8> e, avec d pair, de dimension d + 1. 

Si g 6 3 (fc), on note g l'image de g dans 3 {k) I S0 3 {k) = 7L 2 et alors e(g) = det(g). Pour alléger 
les notations, on fera l'abus d'écrire V(d) pour désigner la représentation V(d) <8> Mg. Avec ces 
notations, V(0) est la représentation triviale de 3 (k) et S , 3 (fc), V(2) est la représentation 
standard de SOs(k) et V(2) ® e est la représentation standard de Os(k). 

On rappelle enfin que l'on dispose de la formule de Clebsch-Gordan ([FH9L Exercise 11.11]) pour 
décomposer les produits tensoriels de représentations de SL 2 (k). 
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Points fixes de T~L pour l'opération de B' 

On suppose dorénavant que n' = 3. On souhaite montrer que % est singulier. Pour ce faire, on 
commence par déterminer les points fixes de B' dans T-L. On a : 

(3.6) k[W] 1 s7'®y(2)®e, 

(3.7) k[W] 2 =(S 2 (V) <s> (V(4) e V(0))) e (A 2 (V) <s> V(2)), 

(3.8) fc[W] 3 S^V") (V(6) e 1/(2)) ® e) e (S 21 (V) (V(4) e 7(2)) ® e) 

ffi(A 3 (T/')®V(0)®£), 

comme G' x G- modules. 

On reprend les notations de la section [l. 4. 2| et on considère les différents poids présents dans le 
G'-module S 21 {V) : 

2ei + e 2 




£2 + 2e 3 



Le poids £i + £ 2 + £3 est présent avec multiplicité 2 et tous les autres poids avec multiplicité 1 . Les 
flèches indiquent comment opère B' dans S 2 ' l {V) : deux poids Ai et A2 peuvent être reliés par 
une suite de flèches si et seulement si il existe un élément b' e B' tel que, si l'on note Vi un vecteur 
de poids Xi, alors b' .v\ = at> 2 + • • ■ pour un certain a + 0. On note V le plan B'-stable de S 2 ' 1 ^') 
engendré par les deux droites T'-stables associées aux poids 2ei + e 2 et 2ei + £3. On vérifie que le 
plan T'-stable associé au poids £1 + 62 + £3 contient une unique droite L telle que pour tout v e L. 
pour tout b' e B', b' .v e V ffi L. On note E\ := V © L et E2 le sous-espace de S ,2,1 (y' ) engendré par 
les trois droites T'-stables associées aux poids 2ei + £ 2 , 2ei + £3 et £1 + 2e 2 . Les espaces E\ et E2 
sont les deux seuls £>'-sous-module de S ' (V) de dimension 3 contenant V . 

Notation 3.1.27. On note : 

• J l'idéal engendré par les G-invariants homogènes de degré positif de fe[W], 

• D := (ex.ei) c S 2 (V) l'unique droite S'-stable de S 2 (V), 

• h l'idéal engendré par (D <g> V(4)) © (S 2 (V) ® V(0)) c k[W] 2 et par (E t <S> V(A)) c fc[W] 3 
pour i = 1,2. 

Remarque 3.1.28. On a Jn fc[H / ] 2 = S 2 (V) ® V(0) comme G' x G-module et ce module engendre 
l'idéal J. Les idéaux I\ et J 2 sont homogènes, B' x G-stable et contiennent J. 

Nous allons montrer le 

Théorème 3.1.29. Les idéaux I\ et / 2 sont les deux points fixes de B' dans Ji. 
Pour ce faire, nous aurons besoin du 

Lemme 3.1.30. Pour chaque i > 1, on a les isomorphismes de G-modules suivants : 

1. S l (V) = V(2i) © V(2i - 4) © - ffi V(0) si i est pair, 

2. S l (V) = (V(2i) ffi V(2i - 4) ffi ••• ffi V{2)) ® e si i est impair, 
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3. 5 i ' 1 (V') = (V(2i) © V(2i - 2) © - © F(2)) <g> e sz i est pair, 

4. S l ' 1 (V) = V(2i)®V(2i-2)®--®V(2) si i est impair. 

Démonstration. On remarque que 0(V)/ SO(V) = Z 2 opère dans S l (V) trivialement lorsque i est 
pair, et par le signe lorsque i est impair. Il suffit donc de montrer que, pour chaque i > 1, on a les 
isomorphismes de SO( V) -modules suivants : 

1. S*(V) = V(2i) © V(2i - 4) e - e V(0) si i est pair, 

2. S* (F) = K(2i) e V(2i - 4) e - e V(2) si i est impair, 

3. S*- 1 (y) = V(2i) e V(2i - 2) e - e V(2). 

Les isomorphismes (1) et (2) sont donnés dans [FH91, Exercise 11.14]. Ensuite, soit i > 1 un entier 
pair, alors 

5 , (y)«^ïr 1 (^®5 i ' 1 (^) 

comme GL(l / )-module. On utilise l'isomorphismc (1) et la formule de Clebsch-Gordan pour dé- 
composer S"(V) ® V en S'0(F)-modules irréductibles : 

S\V) ® F =(F(2i) e V(2i - 4) e - e V(0)) ® V{2) 
={V{2i) ® V[2i - 2) e - e V{2)) 
® (V(2i + 2) e F(2î - 2) e V(2i - 6) © - e V{2)). 

On utilise alors l'isomorphisme (2) pour décomposer S i+1 (V) et le résultat s'ensuit. La démarche 
est analogue dans le cas où i est impair. □ 

Preuve du théorème \3.1.29\ On raisonne comme dans la preuve du théorème |2.1.30| en consi- 
dérant Iz un point fixe de B' et en étudiant k[W]/Iz composante par composante : 

• Composantes de degré et 1 : 

On a bien sûr I z n k[W] = {0} et I z n k[W\ + k[W] v 

• Composante de degré 2 : on utilise la décomposition (3.7l. 

Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz comme G-module, on a nécessairement fc[W] 2 n 
Iz 3 6V(0) © V(4). En effet, le G-module k[W]/Iz contient déjà une copie de la représentation 
triviale (qui provient de la composante de degré 0), il ne peut donc pas en contenir d'autre. Ensuite, 
fc[W] 2 contient 6 copies de V(4) qui est un G-module de dimension 5, donc k[W] 2 nIz contient au 
moins une copie de V{4). Comme k[W]2<~^Iz est i?'-stable, il contient D®V(4) car D est l'unique 
droite B'-stable de S 2 (V). Il s'ensuit que I z contient (S 2 (V) <S> V(0)) e (D ® V{A)). 

• Composante de degré 3 : on utilise la décomposition (3.8 1. 

On remarque que fcfW^jg contient huit copies de V(4) <g> e qui est un G-module de dimension 5, 
donc nécessairement J^r"^^^ 3 3V^(4)®e. On reprend les notations du début de la section |3. 1.3 



On vérifie que l'idéal engendré par (D ® V(4)) © (S 2 (V ) ® V(0)) c k[W] 2 contient V ® V(£) 
Comme A:[VK]3 n 1% est i?'-stable, il contient Et ® V(4) ® e, pour i = 1 ou 2, car on a vu que E\ et 
Ei sont les seuls espaces -B'-stables de dimension 3 dans S 2,1 (V') contenant V. Donc Iz contient 
nécessairement I\ ou I 2 ■ Le lemme qui suit achève la preuve du théorème |3.1.29| : 

Lemme 3.1.31. Les idéaux I\ et I2 ont pour fonction de Hilbert h\y ■ 



Preuve du lemme : On considère l'idéal J défini dans la notation 3.1.27 D'après le lemme 
|3.1.30| pour chaque i > 2, on a les inclusions : 
(3.9) 

f k[W]J(Jn k[W\) d (S l (V) ® V{2i)) © (5 t - 1,1 (V / ) ® ^(2i - 2)) si i est pair, 

\ k [Wy{Jnk[W\) d (S i (V')®V(2i)®e)®(S l - 1 ' 1 (V')®V(2i-2)®e) si i est impair. 

En effet, l'idéal J est engendré par les copies de V(0) dans A[W / ] 2 et donc, si p est un entier tel 
que V(2p) c Jn fcJWL, alors nécessairement p< i - 2. On dispose donc, pour chaque i > 1, d'une 
minoration de la dimension de k[W] i /(J n klW]^ par 

Q(i) := dim((5*(y') ® V(2i)) ® (S*" 1,1 ^') ® V(2i - 2))) = 3 Î 3 + ^ 2 + -» + 2. 
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Ensuite, [GS, Macaulay2] nous fournit le polynôme de Hilbert Pj et la fonction de Hilbert classique 
fj de l'idéal J : 

Pj{X) = 3X 3 + \X 2 + |X + 2, 

Vn£{0,3}, fj(n) = Pj(n) et /j(0) = 1, /j(3) = 111. 



Il s'ensuit que les inclusions (3.9) sont en fait des égalités pour i = 2 et i > 4. Pour i = 3, on a 
fc[WV( Jn *[W] 8 ) = (S 3 (V) ® V(6) ® e) e (S 2 ' 1 ^') ® V(4) ® e) e A 3 (V) ® e. 

On note K l'idéal de fc[W] engendré par (D ® K(4)) e (S 2 (V) ® V(0)) c fc[W] 2 . Alors (X n 
fc[W / ] 2 )/(Jnfc[iy] 2 ) = D® V{A) comme S' x G-module. Donc (K/J) U est un idéal de (k[W]/J) U 
engendré par un unique élément de (fc[W / ] 2 /fc[W / ] 2 n J) U et donc, pour tout i > 1, la multiplicité 
du G-module V(2i) ® (e 0i ) dans fc[Wy(X n fc[W]0 est égale à 

dim(S l (V')) - dim(S l - 2 (V')) = 2i+ 1 = dim(V(2») ® e®*). 

Ensuite, on fixe j e {1,2}, alors Ij est l'idéal de engendré par K et par le B' x G-module 

£y ® V(4) ® e c fc[PF]3, donc le nombre de copies de V(2i) ® (e 0î ) dans n fc[W]i) est 

le même que dans k[W]i/(Ij n fc[H^]j). On calcule le polynôme de Hilbert Qj et la fonction de 
Hilbert gj de l'idéal Ij avec GS Macaulay2] : 

Q J (X) = 8X 2 + 2, 

Vn > 4, ffi (n) = Qj(n) et flJ (0) = 1, 9j (l) = 9, 5j (2) = 34, 9j (3) = 75. 

Et donc, la multiplicité du G-module V(2i) dans k[W]/Ij est : 

2i + 1 = dim(V(2i)) si i est pair, 
g( ' +1 2^f +3)2 = 2 * + 1 = dim(V(2i)) si i est impair, 

et la multiplicité du G-module V(2i) ® e dans k[W]/Ij est : 



g(i+l)-(2i+3) 

2i + 1 = dim(V^(2i) ® e) si i est impair 



., ( - 2i + 1 = dim(V A (2i)) si i est pair, 



Il s'ensuit que l'idéal Ij a la bonne fonction de Hilbert. 



□ 



Remarque 3.1.32. On a Stabc(ii) = StabG<(/ 2 ) = B', donc chacune des deux orbites fermées de 
% est isomorphe à G'/B'. 



I 2 est un point de %P" n 

Le but de cette section est de montrer la 

Proposition 3.1.33. L'idéal I 2 appartient à W pl1 



Cette proposition nous permettra ensuite de montrer que T-L est singulier en I 2 . On note w € W 
xi yi z\ _ 

et on identifie à k[xi,x 2 ,x 3 ,y\,y 2 ,y 3 ,zi 1 z 2 ,z 3 ~\. On com- 



sous la forme w 



x 2 V2 z 2 
_x 3 V3 z 3 

mence par expliciter des bases de certains B' x G-modules qui apparaissent dans k[W] : 

2 2 2 
X^ T X 2 T X 3 



z 2 + z\ + z 2 
ziï/i + x 2 y 2 + x 3 y 3 
X\z% + x 2 z 2 + x 3 z 3 
ZiVi + Z2V2 + z 3 y 3 j 



est une base de S 2 (V) ® V(0) c k[W] 2 , 
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1 

,„2 



est une base de D <g> S 2 (V) c fc[W / ] 2 , 



- x 2 yi) 

- x 2 yi) 

- x 2 yi) 

- x 3 yi) 

- x 3 yi) 
-x 3 yi) 

- x 3 y 2 ) 

- x 3 y 2 ) 

- x 3 y 2 ) 

■ X 2 Zl) 

-2:221) 

-X 2 Z 1 ) 
-X 3 Zi) 

-x 3 zi) 
-x 3 zi) 
-x 3 z 2 ) 

■ x 3 z 2 ) 

■ x 3 z 2 ) 
x 2 yi) 
x 2 yi) 
x 2 yi) 
x 3 yi) 
x 3 yi) 
x 3 yi) 
x 3 y 2 ) 
x 3 y 2 ) 
x 3 y 2 ) 



est une famille génératrice de E 2 <g> S 2,1 (V). 



On en déduit des générateurs de l'idéal I 2 



h = (2/1 + y\ + yl,z\ + z 2 + zl,x\ + xl + xl,x\,xl,xix 2 ,x 2 x 3 ,xix 3l 
XiVi + x 2 y 2 + x 3 y 3 ,xizi + x 2 z 2 + x 3 z 3l z\y\ + z 2 y 2 + z 3 y 3 , 
yz{xiy 2 - x 2 y x ),y 2 {xiy 3 - x 3 yx), y 3 {xiy 3 - x 3 y x ), 
yi{x 2 y 3 - x 3 y 2 ), y 3 (x 2 y 3 - x 3 y 2 )). 



D'après la proposition 1 1 . 1 .6] le morphisme de Hilbert-Chow est un isomorphisme au dessus de 
U 3 c W//G, donc il existe un unique Zj,i e H tel que 7(^7^) = 1^. On note L l'idéal de Zj^ dans 



D'après le lcmmc 1.1.3 



L = {x\ + x\ + x\ - 1, y\ + y\ + y\ - 1, z\ + z\ + z\-\, 

xiyi + x 2 y 2 +x 3 y 3 ,xizx + x 2 z 2 + x 3 z 3 ,Ziyi + z 2 y 2 + z 3 y 3 ). 



Soit / un idéal de k[W] correspondant à un 
d'idéaux (L t ) UA i de k[W] telle que L\ = L et Lq 

k 

W lln de "H, on en déduira que I 2 est un point de 



point de T-L. On va construire une famille plate 
= I 2 . Par définition de la composante principale 

"H prin . 
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On commence par calculer une base de Grôbner Ql de l'idéal L à l'aide de |GS, Macaulay2] 
Ql = Ul + zl + z\- l,y\zi + y 2 z 2 + y 3 z 3 ,x ï z 1 + x 2 z 2 + x 3 z 3 , 

4- 



Vi+vl + vl- 1) x iVi + x 2 y 2 + x 3 y 3 ,x\ + 2/3 + 23-1, 



x 2 x 3 + y 2 y 3 + z 2 z 3 ,x 1 x 3 + y x y 3 + z 1 z 3 ,xj + yj + z 2 -l, 
x\x 2 + yiy 2 + z 1 z 2 ,xf - y\ - y\ - z\ - z\ + \-,x 2 y x y 2 - x x y\ - x 3 z x z 3 + x\z\, 
y 2 ziz 2 - yiz 2 + y 3 ziz 3 - y x z\ + yi,x 2 ZiZ 2 - X\z\ + x 3 z x z 3 - x\z\ + Xi, 
x 2 yiz 2 - x iy 2 z 2 + x 3 y x z 3 - x 1 y 3 z 3 ,y 2 l z 1 + y\z x - y\y 2 z 2 - yiy 3 z 3 - z x , 
x 2 y 2 zi + x 3 y 3 zi - xiy 2 z 2 - xiy 3 z 3 ,x 3 y 2 y 3 - x 2 y\ + x 3 z 2 z 3 - x 2 z\ + x 2 , 
x 3 yiy 3 - xiyl + x 3 ziz 3 - x x z\ + xi,x 2 yiy 3 - x x y 2 y 3 + x 2 z x z 3 - xiz 2 z 3 , 
x 3 yl - x 2 y 2 y 3 + x 3 z 2 - x 2 z 2 z 3 - x 3 ,x 3 yiy 2 - xiy 2 y 3 + x 3 z x z 2 - xiz 2 z 3 , 
x 3 y 2 ziz 3 - x 2 y 3 z x z 3 - x 3 y x z 2 z 3 + xiy 3 z 2 z 3 + x 2 y\z\ - x x y 2 z\ - x 2 yi + xiy 2 , 
Vl4 - 2y 2 y 3 z 2 z 3 + y\z\ - y\ - y\ - z\ - z\ + 1, 
x 3 y 3 z\ - x 3 y 2 z 2 z 3 - x 2 y 3 z 2 z 3 + x 2 y 2 z\ - x 2 y 2 - x 3 y 3 , 
y\z x z 2 - y 2 y 3 z x z 3 - y\y 3 z 2 z 3 + y\y 2 z\ - y x y 2 - ziz 2 , 
x 3 y 3 ziz 2 - x 2 y 3 z x z 3 - x 3 y x z 2 z 3 + x 2 y-yz\ - x 2 yi}. 

On fixe (rii,n 2 ,n 3 ) e 1? et soit 

/o 1 n\ @n 1 ,n 2 ,n 3 '■ G m -> T 

un sous-groupe à un paramètre du tore T'. Par définition de l'opération de T' dans W, on a 



xi yi z x 
x 2 y 2 z 2 
x 3 y 3 z 3 



r ni Xl r" 2 yi t~ n3 z x 
r ni x 2 r n2 y 2 r n3 z 2 
r ni x 3 r™ 2 y 3 t~ n3 z 3 



Pour t e <& m fixé, l'opération de ni>n2 ^ n3 (t) dans W induit un automorphisme cr nun2iTl3tt de fc[PF] 
défini par : 

(&ni,n2,n3,t(Xi*) — t 
Uni,7i2,n3,t(.Zi*) — t 3 Zi- 

On note L t l'image de l'idéal L par cet automorphisme. Soit g e fcfVF], on l'écrit g = Y,iUiirii, où 
les rrii sont des monômes de k[W] et les U{ sont des éléments de G m . On définit 

g:= t m g{t^ Xl ,...,t n3 z 3 )ek[W] 

avec m le plus petit entier relatif tel que, lorsque l'on décompose g en une somme de monômes : 
g = Y,i u it Ni n r ii, chaque entier Ni qui apparaît est supérieur ou égal à 0. On dispose alors d'une 
description explicite de l'idéal L t : 

Lt = {g\ gtL). 

D'après |Eis95, Exercise 15.25], si {gi, • ■ ■ ,g r } est une base de Grôbner de l'idéal L, alors L t = 
(<fi, . . . , g r ). En particulier, on a L\ = L. On note Lq l'idéal de /c[W^] obtenu en posant t = pour 
chaque élément de L t . Alors, d'après |Eis95, Theorem 15.17], la famille d'idéaux (L t ) UA i est une 

fc 

famille plate au dessus de A^. 

Pour démontrer que I 2 6 H pnn , il suffit donc de trouver un triplet (ni,n 2 ,n 3 ) € Z 3 tel que l'on ait 
L = I 2 . On vérifie que le triplet (-3,-2,-1) convient. 

Remarque 3.1.34. On souhaiterait procéder de manière analogue pour montrer que I\ 6 'H prm , 
malheureusement il n'existe aucun triplet (ni, n 2 ,n 3 ) tel que l'on ait Lq = I±. 
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Espace tangent de H en I 2 

On note Z 2 := Spec(k[W]j h) . On a la 
Proposition 3.1.35. dim(Tz 2 %) > 7. 

Démonstration. D'après |GS1 Macaulay2], une famille d'éléments du iî-modulc Homj{(/// 2 , R) est 
donnée dans la table 13.31 



1 -x2yly3+xly2y3 


:> 


x2yl-xly2 


-xly3 


x2y3 


y2y3 


yly3 


j 


x2zlz3 


-Xlz2z3 


| -x3yly2+xly2y3 





-xly2 


x3yl-xly3 


x3y2 


y2y3 





yly2 


x3zlz2 


-Xlz2z3 


| -x3yly3+xly3"2 


D 


x3yl-2xly3 





x3y3 


y3~2 


j 


yly3 


x3zlz3 


-xlz3"2 


| -x3y2"2+x2y2y3 





-x2y2 


2x3y2-x2y3 








-y2y3 


y2~2 


x3z2"2 


-x2z2z3 


| -X3y2y3+x2y3"2 





x3y2-2x2y3 


x3y3 


D 


j 


-y3"2 


y2y3 


x3z2z3 


-x2z3"2 


| xl" 1 2+x2"2+x3'"2 


G 








D 


2x1 


-2x2 


-2x3 







| yl"2+y2' l 2+y3~2 





-2y3 


-2y2 


-2yl 











D 




| zl"2+z2"2+z3'"2 


1 





j 





j 


:< 


j 


D 




| Xlyl+x2y2+x3y3 





-x3 


-x2 


-si 


yi 


-sa 


-y3 


j 




| Xlzl+x2z2+x3z3 














zl 


-z2 


-z3 


j 




| ylzl+y2z2+y3z3 





-z3 


-z2 


-zl 











j 




| x2~2 














j 


-2x2 


j 


j 




| x3"2 


D 


j 


j 


D 


j 





-2x3 


j 




| xlx2 





j 


j 


D 


xi 


-xl 





j 




| xlx3 





j 


j 


D 


xS 





-xl 


j 




| x2x3 





j 


j 


:■ 


j 


-x3 


-x2 


Z< 





On note $3 le morphisme donné par la i + 1-ème colonne de cette matrice. On vérifie alors que les 
sept morphismes suivants sont G-équivariants et linéairement indépendants : 

• $1, 

• Z 3 $ 2 + Z 2 $3 + Zl*4, 

• 2/1*5 " 2/2*6 " 2/3*7, 

• ^1*5 " ^2*6 " ^3*7, 

• *8, 

• $9 + $10, 

• *11- 

Il s'ensuit que Hom^^/I^R) est de dimension au moins 7 et le résultat découle alors de l'iso- 
morphisme Tz 2 H = Homg(I 2 /lf , R). □ 
















y2"2 
y3~2 
yly2 
yly3 
y2y3 



Table 3.3 - Quelques éléments du iî-module Hom R (I/I 2 ,R) 
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Remarque 3.1.36. Une étude des relations entre les générateurs du iî-module I/I 2 similaire à celle 
réalisée dans la section 2.1.5 permet de montrer que dim(Tz 2 'H) < 8. Je ne sais malheureusement 
pas si dim(Tz 2 'H) vaut 7 ou 8. 

Corollaire 3.1.37. Le schéma H est singulier en Zi. 

Démonstration. On a dim(H prin ) = 6 et donc T-L est lisse en Z2 si et seulement si dim(Tz 2 'H) = 6, 
ce qui est faux d'après la proposition |3. 1.35) □ 



3.2 Cas de SO(V) opérant dans V 



®n' 



On se place dans la situation 4 : on a G := SO(V) = Q(V )nSL(V), G' := GL(V), W := Hom(F', V) 
et l'opération de G' x G dans W est donnée par (1.141. 

Lorsque n = 2, on a G = G m et alors l'étude du schéma de Hilbert invariant pour l'opération de 
G dans W a déjà été effectuée dans la section [2.1. 2 1 On supposera donc que n > 3 par la suite. 



3.2.1 Etude du morphisme de passage au quotient 

D'après le premier théorème fondamental pour SO(V) (voir |Pro071 §11. 2.1|) l'algèbre des inva- 
riants fc[M^] G est engendrée par les (i \ j), 1 < i < j < n' , définis par (3.1 1, et par les [ii, . . . , i n ], 



1 < i± < ... < i n < n', définis par (1.30 ). Le morphisme de passage au quotient v : W -*■ W//G s'ex- 



prime donc en fonction des morphismes de passage au quotient W -*■ W//OÇV) et W -*■ W//SL(V) 
étudiés dans les sections |3.1.1| et |1.5.2| respectivement . Plus précisément 



v: Hom(F',F) 

w 



S 2 (V'*)xA n (V'*) 

C^WW, L\ A ... A L n ) 



où les Li sont définis dans la notation |1.5.13| On a donc un diagramme commutatif 



(3.11) 



W//SL(V) 



W ■ 



W//G 



W//0(V) 

où les pi sont les projections naturelles et les deux flèches diagonales sont les morphismes de passage 
au quotient. 

Si n' < n, alors A n (V'*) = {0}, donc W//G = W//0(V) et v est le morphisme de passage au quotient 



W ->■ W//0(V) de la section 3.1.1 



Si n' = n, alors A n (V'*) = A\ et v : w <-> ( l ww, det(w)). On a donc 

W//G={(Q,x)eS 2 (V"')xA 1 k \ det(Q) = x 2 } 

et donc pi : W//G -*■ S 2 (V'*) est un revêtement double de S 2 (V'*) dont le lieu de ramifi- 
cation est S (V'*)- n . On vérifie, grâce au critère jacobien, que le lieu singulier de W//G est 
{(Q,x)eW//G\rg(Q)<n-2}. 

Enfin, si n' > n et D := 0(V)/G = Z 2 . On a l'inclusion p\ : k[W]° {v) ^ k[W] G qui induit un 
isomorphisme k[W]° {v) = (k[W] G ) D . Donc W//0(V) = (W//G)//D et Pl s'identifie au morphisme 
de passage au quotient W//G -> (W//G)//D. Or 13 est un groupe d'ordre 2 qui opère librement 
dans l'ouvert {(Q,x) e W//G | rg(Q) = n et x + 0} en multipliant a; par ±1 et qui opère trivia- 
lement dans le complémentaire. Il s'ensuit que p\ est un revêtement double de W//0(V) dont le 
lieu de ramification est {(Q,0) e W//G | rg(Q) < n - 1}. J'ignore malheureusement quel est le 
lieu singulier de W//0(V) lorsque n' > n. Néanmoins, des calculs pour des petites valeurs de n 
suggèrent que le lieu singulier cst{(Q,0)eT / l / 7/G | rg(Q)<n-2}. 
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Lemme 3.2.1. On suppose que n' > n et on n ote U := {Q e S 2 (V'*) | rg(Q) = n} l'orbite ouverte 
de W//0(V), alors pi : Pi (U) -> U est le revêtement universel. 

Démonstration. Soit U l'image réciproque de U par le morphisme de passage au quotient q : W -*■ 
W//0(V). D'après [S B001 §2.1, Theorem 6], le morphisme q est un 0(V)-ûbié principal au dessus 
de l'ouvert U. On a donc la suite exacte de groupes suivante : 

(3.12) 7n(£0 — ttx(U) — MO(V)) — tt (Û). 

Or, U = {w 6 W | rg(io) = n}, donc la codimension de C/ dans W est n' - n + 1 > 2, et donc 
7r 1 ([/) = 7Ti(W) = {0}. On en déduit que tt\{U) = tt (O(V)) = Z 2 et le résultat en découle. □ 

Si n' > n, alors la variété W//G est normale ( |SB00| §3.2, Théorème 2]) et de Gorenstein QSB00, 
§4.4, Théorème 4]) puisque G est semi-simple et connexe. Si n' < n, alors W//G = S 2 (V'*) est un 
espace affine. 
On note 

N ■= min(n.', n). 

L'opération de G' dans W induit une opération dans W//G telle que v soit G'-équi variant. Pour 
cette opération, on vérifie que W//G se décompose en N + 1 orbites : 

U t :={(Q,x)eW//G | vg(Q)=i} 

pour i = 0, . . . , N. Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

{0} = Uq c Ul c - c UÛ = W//G. 

En effet, pour chaque i = 0,...,N - 1, on a ÏÏl = {(Q,0) | Q e S 2 (V'*)~ 1 } = S 2 {V'*)- i et 
Pi ■ Un ~* {Q e S 2 (V'*) | rg(Q) = TV} est G'-équivariant donc Un est l'unique orbite ouverte de 
W//G. La discussion précédente et le corollaire 3.1.5 permettent de déduire la 

Proposition 3.2.2. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés 
dans le tableau suivant : 



configuration 


dim. de la fibre générique 


ouvert de platitude 


n' < n 
n' = n 
n' > n 


n'n - ^n'{n' + 1) 
|n(n - 1) 
y7i{n - 1) 


U n ' U ••• U (7 max (2n'-n-l,0) 
U n U Un-1 
U n 



Corollaire 3.2.3. Le morphisme v est plat sur W//G tout entier si et seulement si n> 2n' - 1 et 
dans ce cas W//G = S 2 {V'*). 

Le corollaire qui suit est une conséquence immédiate de la proposition |1.1.6| et du corollaire 
Iffll : 

Corollaire 3.2.4. Si n> 2n' - 1, alors T~L = S 2 (V'*) et 7 est un isomorphisme. 
Notation 3.2.5. Si n' < n, on note 



H- 



M On- 



n—n .n' 



, MeSO 

n-n' 



qui est un sous-groupe de G. 

Pour déterminer la fonction de Hilbert de la fibre générique de on a besoin du 

Lemme 3.2.6. La fibre de v en un point de Un est isomorphe à 

G/ H si n' < n, 
G si n' > n 

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |2.2.10| □ 
Grâce au lemme |3.2.6| et à la proposition |3.2.2| on montre la 

Proposition 3.2.7. La fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par : 

à\xïv{M H ) si n' < n, 



VMelrr(G), h w {M) 



dim(M) si n' > n. 
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3.2.2 Etude du cas dim(V^) = 3 

Dans toute cette section, on fixe n' = n = 3. On a G = SC>3(k), le quotient W//G est un revêtement 
double de S 2 (V'*) ramifié en S 2 (V'*)- 2 . Nous allons démontrer le 

Théorème 3.2.8. Le schéma T-L est connexe et singulier. 

Remarque 3.2.9. Si n' < 2, alors Ti = W//G est une variété lisse et 7 est un isomorphisme d'après 
le corollaire 13.2.41 

La connexité de Ti est donnée par la proposition |3 . 2 . 1 7| et la non-lissité de TA. est donnée par le 
corollaire |3. 2. 2l| Remarquons que. contrairement aux exemples traités précédement, on ne dispose 
pas du principe de réduction lorsque G = SO(V) et donc les propriétés géométriques de Ti lorsque 
n' > 3 ne se déduisent pas du cas n' = 3 a priori. On renvoie au début de la section 3.1.3 pour des 
rappels concernant les représentations de SO^{k). 

Points fixes de T-L pour l'opération de B' 

Nous allons procéder comme pour les démonstrations des théorèmes |2 . 1 . 44] et |3 . 1 . 25] On commence 
par déterminer les points fixes de B' dans Ti. On a : 

(3.13) k[W\^V ®V{2), 

(3.14) k[W] 2 = (S 2 (V) 9 (V(4) e V(0))) © (A 2 (V) 9 V(2)), 
comme G' x G- modules. 

Notation 3.2.10. On note : 

• J l'idéal engendré par les G-invariants homogènes de degré positif de fe[W], 

• Di := (ei) c V' l'unique droite £?'-stable de V', 

• D 2 ■= (ei.ei) c S 2 (V) l'unique droite B'-stable de S 2 (V), 

• h l'idéal engendré par D x ® V(2) c k[W\ et par (S 2 (V) <S> V(0)) c k[W] 2 , 

• I 2 l'idéal engendré par (D 2 9 V{A)) ® (S 2 (V) 9 7(0)) e (A 2 (V) <S> V{2)) c k[W] 2 . 

Remarque 3.2.11. On a Jn k[W] 2 = S 2 (V) 9 V(0) et J n fc[W]a = A 3 (V') 9 V(0) comme G' x G- 
modules et ces modules engendrent l'idéal J . Les idéaux 1\ et I 2 sont homogènes, B' x G-stables 
et contiennent l'idéal J. 

Nous allons montrer le 

Théorème 3.2.12. Les idéaux I\ et I 2 sont les deux points fixes de B' dans Ti. 
Pour ce faire, nous aurons besoin du 

Lemme 3.2.13. Pour chaque i> 1, on a les isomorphismes de G-modules suivants : 

1. S l {V) = V(2i) e V(2i - 4) e - e V(0) si i est pair, 

2. S i (V) = V(2i) © V(2i - 4) © ••• © V{2) si i est impair, 

3. S i,l {V) = V(2i) © V(2i - 2) © - © V{2). 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme |3.1.30| □ 
Preuve du théorème \3.2.12[ On raisonne comme dans la preuve du théorème 2.1.30 



en consi- 



dérant Iz un point fixe de B' et en étudiant k[W]/Iz composante par composante : 

• Composante de degré : on a bien sûr 1% n fc[VF] = {0}. 

• Composante de degré 1 : on utilise la décomposition ( |3.13[ ) . 

Si Iz n = alors k[W]/Iz = V(0) ne donne pas la décomposition souhaitée comme 

G-module. 
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Si Iz n contient deux copies de V(2), alors k[W]/Iz est un quotient de fc[V(2)] comme 

G-module. Mais S 2 (V(2)) = V(4) © V(0) et k[W]J(I z n k[W] ) = V(0) donc nécessairement 
k[W] 2 /(I z n k[W] 2 ) c 7(4). Il s'ensuit que, pour chaque i > 0, k\W\l\l z n k[W\) c F(2i) et 
donc ne peut pas avoir la bonne fonction de Hilbert. Donc Iz n fcfW^j contient au plus une 
copie de V(2). 



I er cas : I z nk[W\ = {0}. 



• Composante de degré 2 : on utilise la décomposition (3.14). 

On a k[W] 2 nI z o (S 2 (V) ® V(0)) © (A 2 (V) ® V{2)). En effet, le G-module k[W]/I z contient 
déjà une copie de la représentation triviale V(0) (l'image des constantes), il ne peut donc pas 
en contenir d'autres. De même, comme Iz n fcfW^ = {0}, le G-module k[W]/Iz contient déjà 3 
copies de la représentation standard V(2) qui est de dimension 3 et donc il ne peut pas en contenir 
d'autres. Ensuite, /c[VK] 2 contient 6 copies de V{4) qui est de dimension 5, donc nécessairement, 
Iz n fc[W / ] 2 contient une copie de V(4). Comme Iz n fc[VF] 2 est i3'-stable, il contient D 2 ® V{4) 
car D 2 est l'unique droite B'-stable de S 2 (V). Donc Iz contient I 2 . Le lemme qui suit montre que 
cette inclusion est nécessairement une égalité : 

Lemme 3.2.14. L'idéal I2 a pour fonction de Hilbert h\y- 

Preuve du lemme : On note J 2 c I 2 l'idéal engendré par (S 2 (V) ® V(0)) © (A 2 (V) ® V{2)) c 
k[W] 2 , alors k[W] 2 /(J 2 n k[W] 2 ) = S 2 {V) ® V(A). Mais k[W] = k[V(2) <s3 ] = fc[V(2)]® 3 comme 
G-module et V(2)®V(2) = V{4) © V{2) © V(0) , donc deux copies quelconques de la représentation 
standard de G dans £[14^ sont orthogonales dans k[W]2/J2, c'est-à-dire que l'image du G-module 
V{2) ®V(2) c k[W] 2 dans k[W]/J 2 est isomorphe à V{4). On déduit alors de |Bri851 Lemme 4.1] 
que l'on a un isomorphisme de G' x G-modules 

k[wyj 2 = (Bs l (v')®v(2i). 

i>0 

Donc (I 2 n k[W] 2 ) / (J 2 n fc[M / ]2) = D 2 ® V (4) comme B' x G-module. Soit U le sous-groupe uni- 
potent de G défini dans la section 1.4.1 Alors (I 2 /J 2 ) est un idéal de (k[W]/ J 2 ) engendré 
par un unique élément de (fc[H^] 2 /fc[iy] 2 n J 2 ) U et donc la multiplicité du G-module V(2i) dans 
k[W]/I 2 est : 

dim(5 i (F')) - dim(5^ 2 (^')) = 2i + l = dim(V(2i)). 
Et donc l'idéal I 2 a la bonne fonction de Hilbert. □ 

2 nd cas : I z n k[W\ = V {2) . 
Comme Iz r\k[W] 1 est £?'-stable, on a Iz<~<k[W] 1 = D\®V{2) car D\ est l'unique droite B'-stable 
de V . On a nécessairement Iz C\k\W~\ 2 □ S (V) ® ^(0) d'après l'étude de la composante de degré 
de Iz- Donc Iz contient I\. Le lemme qui suit montre que cette inclusion est en fait une égalité : 

Lemme 3.2.15. L'idéal I\ a pour fonction de Hilbert hyy ■ 

Preuve du lemme : On note V" := V ' \D X et W := Hom(V r ", V) alors dim(F") = 2 et 

k[W'] 2 = (S 2 (V") ® (V(4) © y(0))) © (A 2 (V") ® V{2)) 
comme B' x G-module. 

On note J x l'idéal de k[W] engendré p ar S 2 {V ") ® V(0) c k[W'] 2 , alors k[W]/h = fc[W]/Ji 
comme B' x G-module. D'après le lemme [3.2.13| pour chaque i > 2, on a 

(3.15) k[W'\J{ Ji n i^W"],) 3 {S\V") ® V{2i)) © (S ,i_1,1 (F") ® F(2z - 2)). 

En effet, l'idéal Ji est engendré par les copies de V(0) dans A:[H^'] 2 et donc, si p est un entier tel 
que V(2p) c J l n fcfW^, alors nécessairement p< i - 2. On dispose donc, pour chaque z > 1, d'une 
minoration de la dimension de fc[H / ']i/(^i n M^'D P ar 



Q(i) := dim((S\V") « ^(2i)) © (S 4-1 ' 1 ^") ® ^(2i - 2))) = 4i 2 + 2. 
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Ensuite, un calcul direct avec 
Hilbert fj 1 de l'idéal J\ : 



Macaulay2] donne le polynôme de Hilbert Pj 1 et la fonction de 



P, h (X) = 4X 2 + 2 : 

Vn>l, f, h {n) = P Jl {n) et /,/ 1 (0) = l. 



Il s'ensuit que l'inclusion (3.15 1 est en fait une égalité. On est maintenant en mesure de calculer les 
multiplicités de chaque G-module irréductible qui apparaît dans k[W]/I\ : pour chaque i > 0, la re- 
présentation V(2i) apparaît i+1 fois dans k[W] i /(Ii n fcfW^) et i fois dans k[W] i+1 /(Ii n 
Et donc la multiplicité de V(2i) dans k[W]/h est 2i + 1 = dim(V(2i)). □ 



Remarque 3.2.16. On vérifie que Stabc(^i) = Stabc (h) est le sous-groupe parabolique de G' qui 
stabilise la droite Di c V' . Il est donc maximal, de dimension 7, et les deux orbites fermées de T~L 
sont isomorphes à P 2 . 



Connexité de H 

Nous allons montrer la 



Proposition 3.2.17. Le schéma T~L est connexe. 



D'après le lemme 1 .2. 1| il suffit de montrer que les deux poin ts fixe s I\ et L 2 de B' sont dans 
W plln . Pour ce faire, nous allons procéder comme dans la section 3.1.3 et construire deux familles 
plates d'idéaux (L t ) uA i de k[W] telles que la première famille vérifie Lq = I\ et la seconde famille 
vérifie Lq = I^. 

xi yi z\ 



On note w e W sous la forme w ■ 



et on identifie k[W] à k[xi, x 2 ,xs,yi,y 2 , ys,Zi,Z2, 23]. 



est une base de S 2 (V) <g> V(0) c k[W] 2 , 



X2 y 2 z 2 
53 2/3 

On commence par expliciter des bases de certains B' x G-modules qui apparaissent dans k[W] : 
x\ ) 

x 2 j est une base de Di ® V{2) c fe[W]i, 
X3 J 

2 2 2 

v\ + vl + vl 
222 

z 1 + z 2 + z 3 
xiVi + x 2 y 2 + x 3 y 3 
XiZx + x 2 z 2 + x 3 z 3 
ziVi + z 2 y 2 + z 3 y 3 
x 2 y 3 - x 3 y 2 
xiy 3 - x 3 y x 
xiy 2 - x 2 yi 
x 2 z 3 - x 3 z 2 
x x z 3 - x 3 z 1 
x\z 2 - X 2 Zl 

z 2 y 3 - z 3 y 2 
21 2/3 - z 3 yi 
z\y 2 - z 2 yi 
x\ 

,„2 



est une base de A 2 (V) ® V{2) c k[W] 2 , 



x 3 

X\X 2 

x 2 x 3 

X\X 3 



est une base de D 2 ® S 2 (V) c /c[W] 2 . 
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On en déduit des générateurs des idéaux 1\ et I 2 : 



h = (xi, x 2 , x 3 , y\ + yl + 2/3, z\ + zl + Z3, ziyi + z 2 y 2 + z 3 y 3 ), 
h = {x\-x\, x% x x x 2 , x 2 x 3 , x x x 3 , 



2 2 2 2 2 2 

x 1 + x 2 + x 3 , y 1 +y 2 + y 3 



Z-] "f" Zn ~\~ Zr> 



1 2 3 ' 

£i2/i + £22/2 + ^32/3, a^i^i + x 2 z 2 + x 3 z 3 , z x y x + z 2 y 2 + z 3 y 3 , 
x 2 y 3 -x 3 y 2 , x 1 y 3 -x 3 y 1 , x 1 y 2 -x 2 y 1 , 

X 2 Z 3 -X 3 Z 2 , X\Z 3 ~X 3 Zi, XiZ 2 -X 2 Zi, 

z 2 y 3 ~z 3 y 2 , ziy 3 -z 3 y l} z l y 2 -z 2 yi). 



D'après la proposition 1 1 . 1 .6] le morphisme de Hilbert-Chow est un isomorphisme au dessus de 
U 3 c W//G, donc il existe un unique Zid e "H tel que ^{Zjd) = (Id,l). On note L l'idéal de Zid 
dans /s[W]. D'après le lcmme 1.1.3 on a : 



L = {x{ + x 2 + x 3 - 1, y{ + yi + y z 3 - 1, z{ + z z 2 + z% - 1, 

X\y\ + x 2 y 2 + x 3 y 3 , x x z x + x 2 z 2 + x 3 z 3 , z x y\ + z 2 y 2 + z 3 y 3 , 
x\{y 2 z 3 - y 3 z 2 ) - x 2 {y x z 3 - y 3 z x ) + x 3 {y x z 2 - y 2 z\) - 1). 



On calcule une base de Grôbner de l'idéal L avec [GS, Macaulay2] : 



yzz 2 - y 2 z 3 + xi 
y^i - y x z 3 - x 2 
y 2 z\ - y x z 2 + x 3 
x 3 z 2 - x 2 z 3 - 2/1 
x 3 z x - x x z 3 + 2/2 
x 2 z\ - x\z 2 - 2/3 
x 3 y 2 - x 2 y 3 + z 1 
x 3 y x - x x y 3 - z 2 
x 2 yi - x x y 2 + z 3 

yl + yl + yl-^ 

zl + zl + zl-l 

x\ + y\ + z\ - 1 

x l + Va + 4 ~ 1 
Vizi + y 2 z 2 + y 3 z 3 

X\Z\ + x 2 z 2 + X 3 Z 3 

xiyi + x 2 y 2 + x 3 y 3 
x 2 x 3 + y 2 y 3 + z 2 z 3 
x x x 3 + 2/12/3 + zi z 3 
x\x 2 + 2/12/2 + z x z 2 

A - y\ - y\ - z\ - z\ + 1 



base de Grôbner de l'idéal L. 



un sous-groupe à un paramètre du tore T' comme défini 



On fixe (ni,n 2l n 3 ) e Z 3 et soit Ô ni ,r 
par (3.10). Pour tout t e G m , on définit alors l'idéal L t comme dans la section 3.1.3 



Pour démontrer la proposition 3.2.17 il suffit de trouver deux triplets (ni, n 2 ,n 3 ) e Z tels que 



l'on obtienne Lq = I\ dans un cas et Lq = I 2 dans l'autre cas. 

On pose (ni,n 2 ,n 3 ) = (-3,-1,-1), alors pour chaque t e G m , on obtient les générateurs suivants 
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de l'idéal L t 



t(yaz 2 - y 2 z 3 ) + xi 

t(V3 z i ~ Vi z s) ~ x 2 
t{y2Z\ - yiz 2 ) + x 3 
x 3 z 2 - x 2 z 3 - t 3 yx 
X3Z1- x 1 z 3 +t 3 y 2 
x 2 z x -x 1 z 2 -t 3 y 3 
x 3 y 2 - x 2 y 3 + t 3 zx 
x 3 yi - xiy 3 - t 3 z 2 
x 2 yi - xiy 2 + t 3 z 3 

vl + yl + vl 



t 1 



t 6 
t 6 



x\ + t A yl + t A zl ■ 

x\ + t A y\ + t 4 zj ■ 

y 1 z 1 + y 2 z 2 + y 3 z 3 
X\Z\ + x 2 z 2 + x 3 z 3 
xiyi + x 2 y 2 + x 3 y 3 
x 2 x 3 + t A (y 2 y 3 + z 2 z 3 ) 
xix 3 +t A (yiy 3 + Z1Z3) 
xix 2 + t A (y 1 y 2 + zxz 2 ) 



x\ + 



t\-yl 



générateurs de l'idéal L t . 



Si l'on pose t = 0, alors on retrouve les générateurs de l'idéal I±, autrement dit Lq = I±. De même, si 
l'on considère (ni,n 2 ,n 3 ) = (-3,-2,-2), alors on obtient une famille plate d'idéaux (L t ) UA i telle 
que Lq = I 2 . La proposition |3 . 2 . 17| s 'ensuit . 



Dimensions des espaces tangents de T-L en Z\ et Z 2 

Pour i € {1,2}, on note Ri := k[W]/Ii et Z t := Spec(fc[W / ]// i ). Nous allons montrer la 
Proposition 3.2.18. On a dim(T Zl "H) = 6 et dim(T Z2 H) = 8. 
• Montrons que dim(Tz 1 'H) = 6. On vérifie que 

h/lf = ((£>i <8> V{2)) ® (S 2 (V'/D 1 ) <8> V(0))) <8> Rn. 
comme R\,B' x G-module. Le résultat découle alors du lemme [T.2.5[ 



• Montrons que dim(Tz 2 'H) 
Soient 



On procède comme dans la preuve de la proposition 2.1.53 



h 
h 
h 
h 
h 
h 

9n 

912 
913 
921 
922 
923 

931 

932 
933 
h X 

hi 
h 3 
hi 

h.5 



222 
- x x + X2 + x 3 , 

'-vï + yî + yî, 
2 2 , 2 

-- z 1 + z 2 + z 3 , 
■ xiyi + x 2 y 2 + x 3 y 3 , 
-- yxzi + y 2 z 2 + y 3 z 3 , 
-- xizi + x 2 z 2 + x 3 z 3 , 
= x 2 y 3 - x 3 y 2 , 
:= x 3 yx - xiy 3 , 
: xiy 2 - x 2 yi, 

■ x 2 z 3 - X 3 Z 2 , 

■ X 3 Zl - X\Z 3 , 

: X\Z 2 - X 2 Zi, 

■ z 3 y 2 - y 3 z 2 , 

■ ziy 3 - z 3 yi, 

■ z 2 yi - zxy 2 , 
= x\ • 
= X1X2, 
= x 2 i 
= x 2 x 3l 

•= XiX 3 , 



l 3> 
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des générateurs de l'idéal I 2 et soit N c k[W] le B' x G-module engendré par ces générateurs. 
Lemme 3.2.19. dim(Hom^ 2 (/ 2 /7f , R 2 )) > 8. 

Démonstration. D'après |GS, Macaulay2], une famille de générateurs du i? 2 -module Hom^, (I2/I2 > ^2) 
est donnée dans la table l3~4l 



Xl"2+x2"2+x3"2 


2x2 


2::1 


2x3 






































yl~2+y2"2+y3~2 





G 


2y2 


2yl 





2y3 Q 




















zl"2+z2~2+z3"2 





G 


G 





2z2 











2zl 





2z3 














Xlyl+x2y2+x3y3 y2 


yi 




x2 


Q 


xl 





x 3 




















G 


Xlzl+x2z2+x3z3 


z2 


zl 


zl-: 





:c2 











::1 





«3 











G 


ylzl+y2z2+y3z3 





G 


z2 


■û 


zl 





Z3 


yi 





y 3 





Q 


Q 


Q 


xl"2-x3"2 





2X1 


-2x3 


G 





G 





G 





G 








-z2~2 


2z3"2 -y2z2-2y3z3 


-V2"2- 


xlx2 


xl 


>:2 


G 





























zlz2 


ylz2 


yly2 


x2~2 


2x2 





G 





























z2"2 


y2z2 


yZ-2 


x2x3 


x3 


G 


s 2 





























z2z3 


y2z3 


y2y3 


Xlx3 





>:3 


xl 








Q 




















Zlz3 


ylz3 


yly3 


-x2yl+xly2 


-yl 




G 


ïl 





-:.2 


x3 

















Q 


Q 





-x3yl+xly3 







-yi 








-x3 


-x2 


xl 




















G 


-X3y2+x2y3 


y3 


G 


-y2 


-x3 








xl 


x2 























-X3z2+x2z3 


z3 


G 


-z2 





-x3 














::1 


x2 











G 


-x2zl+xlz2 


-zl 


z2 


G 





■a 











-x2 


x3 

















-x3zl+xlz3 





z3 


-zl 














Q 


-X3 


-x2 


xl 











G 


-y3z2+y2z3 








G 


Z3 


-y3 





-zl 


-z2 





yi 


y2 


xl 








G 


-y2zl+ylz2 





G 


G 


-zl 


yi 


z2 


-z3 


Q 


-y2 


y 3 





x3 








G 


-y3zl+ylz3 





G 


G 








Z3 


z2 


-Zl 


-y3 


-y2 yl 


-x2 








G 



Table 3.4 - Générateurs du iï 2 -module Hom fl2 (J 2 //|, R2) 



On note $^ le morphisme donné par la i + 1-ème colonne de cette matrice. On vérifie que les huit 
morphismcs suivants sont G-équivariants et linéairement indépendants : 

• $7, 

• $10, 

• $12, 

• $13, 

• $14, 

• $15, 

• 2/2$l + 2/l$2 + 2/3$3, 



Z 2 3>1 + Zi$ 2 + ^3$3 



Il s'ensuit que Hom iÎ2 (/ 2 //|, iî 2 ) est de dimension au moins 



□ 



On reprend les notations de la section 1.2 On a dim(A r ) = 20 et donc, d'après le lemme 1.2.6 
on a dim(Tz %) = 20 - rg(p*). D'après le lemme 3.2. 19| il suffit de montrer que rg(p*) > 12 pour 
montrer la proposition |3.2.18| 

Pour i = 1, . . . , 6, on définit ipi e Hom^ 2 (iî 2 ® TV, i? 2 ) par 



V'iC/j <S> 1) = 5f , pourj = l,... 
ipi(hj ® 1) = 0, pourj = l,... 
4>i(gjk ® 1) = 0, pour j, k = 1,. 



) w 1 

.5, 



,3. 



où 8\ est le symbole de Kronecker. De même, pour 1 < j,k < 3, on définit 
par 

4>jk{fi ® !) = 0j pour i= 1,...,6, 



5 M' 



eHomg 2 (iï 2 ®7V, R 2 ) 



<j>j k {h % ®l) = 0, 
0jk(gp,i ® 1) = 



pour i = 1, . . . , 5, 
( Xi8 v - si k = 1, 
{ ViS? si /c = 2, 



si k = 3. 
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On identifie ces morphismes à des éléments de Hom (N,R) via l'isomorphisme Hom G (iV, R) 
Rom%(R ®N,R). Enfin, soient 



'2 
'4 

K r 7 



-yi ® h + 2xi ® /4 - 2/1 ® ^1 - 2y 2 ®h 2 + yi®h 3 - 2y 3 ® /i s , 
2/2 ® /i -y 2 ®h 1 -y 2 ®h 3 - 2y 3 ® /i 4 + 2x 3 ® gn, 

#1 ® /l _ Zl ® ^1 _ Zl ® ^3 _ 2^3 <8> /l4 + 2x3 ® «721, 

-z 2 ® /i + 2/2 ® /e + ^3 ® 5n - 2/3 ® 921 + »i ® 2/33, 
^3 ® /2 " 2/3 ® /4 + 2/2 ® 2/n + 2/1 ® 512, 

2^3 ® /3 " ^3 ® h + z 2 ® .921 + 21 ® 522, 

^2 ® /s - 2/2 ® /e - 23 ® 5n + zi ® 3i3, 



des relations entre les générateurs du _R 2 - m °dule I 2 /I 2 . Le lemme qui suit achève la preuve de la 
proposition |3.2.18| : 

Lemme 3.2.20. rg(p*) > 12. 

Démonstration. Les tpf et les (f>jk forment une famille libre de Hom^ 2 (R 2 ®N, R 2 ). Nous allons voir 
que la famille 

{p*(V0, i = l,...,6}u{p»(^ fc ), {1,2,3}} 

engendre un sous-espace de dimension au moins 12 dans Rom% 2 (R 2 ®7l, R 2 ). 
Soient Ai , . . . , Xq , 711 , . . . , 733 € k tels que 



(3.16) 



6 3 

£Aip*(Vi)+ E ijkP*{4>jk) = 0. 
i=l j.k=l 



On évalue (3.16) en n ® 1, on obtient : 

(2A 4 xi-Aiyi = 0)^(Ai = A 4 = 0). 



On évalue (3.16) en r 2 ® 1, on obtient : 

(2711X3X1 + 2712X3Î/1 + 2713X3Z1 = 0) => (712 = 713 = 0). 



On évalue (3.16) en r 3 ® 1, on obtient : 

(2721X3X1 + 27 22 x 3 î/i + 2723X3Z1 = 0) => (722 = 723 = 0). 



On évalue (3.16) en r 4 ® 1, on obtient : 
(y 2 X 6 + luzzxi - 7212/3^1 + 73^3^1 + 7322/3^1 + 73323^1 = 0) =► (A 6 = 0, 711 = -733 et 721 = 732)- 



De même, si on évalue (3.16 1 en rg ® 1, r§ ® 1 et r-j ® 1, on obtient A2 = A3 = A5 = 0. 
Corollaire 3.2.21. Le schéma T-L est lisse en Z\ et singulier en Z 2 . 



□ 



Démonstration. On a vu dans la section [3 . 2 . 2| que T-L est connexe et en fait, on a même montré que 
Z\ et Z 2 appartiennent à H pnn . Donc H es t singu lier en Zi si et seulement dim(X'z i 'W) > dim(% prm ). 



Or, on a dim(H prin ) = 6 et la proposition 



3.2.18 



permet alors de conclure. 



□ 



3.3 Cas de Sp(V) opérant dans V® n ' 



On se place dans la situation 5 : on suppose que n est pair et on a G := Sp(V), G' := GL(V), 
W := Hom( V , V) et l'opération de G' x G dans W est donnée par ( 1.14 1. 

Lorsque n = 2, on a G = SL 2 {k) et alors l'étude du schéma de Hilbert invariant pour l'opération 
de G dans W a déjà été effectuée dans la section [1. 5. 2| 
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3.3.1 Etude du morphisme de passage au quotient 

Les résultats essentiels de cette section sont les propositions |3 . 3 . 5| et |3 . 3 . 7| qui décrivent les fibres et 
l'ouvert de platitude de v. On suit dans cette section le même cheminement que dans les sections 

I5xn et i3~rn 

D'après le premier théorème fondamental pour Sp(V) (voir |Pro07[ §11.2.1]) l'algèbre des in- 
variants fc[M^] G est engendrée par les (i \ j), où pour chaque couple 1 < i < j < n' , on définit 
la forme bilinéaire antisymétrique (i \ j) sur W = V @n par : 



(3.17) 



Vvx, ...,1V e V, (i \ j) : (ui, . . .,«„<) h> Q(vi,Vj) 



où n est la forme symplectique définie par (1.171. On note A : 



1 
-1 



et J := 



.4 



Ai n (k) la matrice avec ^ blocs A sur la diagonale et des partout ailleurs. Alors J est la matrice 
de fî relativement à la base B. On a le morphisme naturel G" x G-équivariant 



(3.18) 



Hom(V',V) -> Hom(A 2 (V^'),A 2 (V r )), A 2 (w). 



D'après |FH91I §17.2], on a A 2 (V) = V Q ®T ei+C2 (V) comme G-module si n > 4 (sinon, A 2 (V) = V ) 
et la représentation triviale Vo est engendrée par la forme symplectique fl. Le morphisme de passage 
au quotient v est obtenu en composant le morphisme ( 3.18| et le morphisme G-invariant 

Rom(A 2 (V'),A 2 (V)) ^Kom(A 2 (V'),V Q ) = A 2 (V'*) 

induit par la projection A 2 (V) -»■ Vq. On a donc 



Rom(V',V) -> 

W H»- 



A 2 (V'*) 
t wJw 



et 



WHG = A 2 (V'*Y n :={QeA 2 (V'*) \ rg(Q) < n} 
est une variété déterminantielle antisymétrique. 

Remarque 3.3.1. Si Q e W//G, alors Q s'identifie naturellement à une application bilinéaire anti- 
symétrique et donc son rang est pair. 

Si n' < n, alors W//G = A 2 (V'*) est un espace affine. Sinon, c'est une variété normale (|SB00, 
§3.2, Théorème 2]), de dimension n'n- ^n(n + l), singulière le long du fermé A 2 (V'*)- n ~ 2 ( |Wey03[ 
6.4]) et de Gorenstein ( jSB00[ §4.4, Théorème 4]) car G est semi-simple et connexe. On pose 



N := min 



L'opération de G' dans W induit une opération dans W//G telle que v soit G'-équivariant : 

VQelf//GcA 2 (y'*), V 5 '6G', g'.Q = t g'~ 1 Qg'~ 1 . 

Pour cette opération, W//G se décompose en N + 1 orbites : 

Ur^iQeA 2 ^'*) | rg(Q) = 2i} 

pour i = 0, . . . , N. Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

{0} = Ûq c t/î c ••• c Un = W7/G. 

En effet, pour chaque i = 0, . . . , JV, on a £/i = A 2 (^'*) £i . En particulier, l'orbite U N est un ouvert 
dense de W//G. 

Dans [KS11 , Kraft et Schwarz montrent que Af(W, G) est toujours irréductible et réduit f [ KSlli 
Theorem 9.1]). Nous allons retrouver le fait que le nilcône Af(W,G) est irréductible et déterminer 
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sa dimension. Soit m e N, on note IGr(m, V) la variété (projective) des sous-espaces isotropes pour 
fi de dimension m dans V . On rappelle que f2 est non dégénérée, donc la dimension de n'importe 
quel sous-espace de V totalement isotrope maximal pour l'inclusion est ^. Il s'ensuit que la variété 
IGr(m, V) existe si et seulement si m e {0, ... , §}, et dans ce cas 

dim (IGr (m, V)) = m(n - m) - -m(m - 1). 
La variété IGr(m, V) est homogène sous G. 

Proposition 3.3.2. Le nilcône J\f(W, G) est une variété de dimension 
• nn' - 2 n '( n> ~ 1) s * n ' ^ 



\nn' + |n 2 + |n sinon. 



Démonstration. La preuve est analogue à celle de la proposition |3.1.1| 



□ 



On s'intéresse maintenant à la description géométrique des fibres de v au dessus de chaque 
orbite C/j. 

Notation 3.3.3. Pour < r < JV, on note 



A 
A 



>2r 



A 











la matrice avec r blocs A sur la diagonale et des partout ailleurs. La matrice J^r est antisymétrique 
de rang 2r et donc s'identifie naturellement à un élément de U r . 



On fixe r e {0, . . . , N} et on définit w r 
uu r dans G. On vérifie alors que 



l2r ^2r,n'-2r 
0n-2r,2r ^n-2r,n'-2r 



e W et G r le stabilisateur de 



G , 



hr 

M 



M 6 Sp n -2r(k) \ = Sp n - 2 r(k) 



et V = 2rVo ffi -B r comme G r -module, où E r désigne la représentation standard de G r et Vq la 
représentation triviale de G r . On note N Wr la représentation slice de G en w r (voir la définition 



2.1.71, alors on a le 



Lemme 3.3.4. On a un isomorphisme de G r -modules 

N Wr = (n' - 2r)E r e r(2n' - 2r - 1)V . 
Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |2.1.8| 



□ 



Soient F\ et F 2 des espaces vectoriels de dimensions n' - 2r et r(2n' —2r — 1) respectivement et 
dans lesquels G r opère trivialement. D'après le lemme [3. 3. 4[ on a un isomorphisme de G r -modules 

N Wr sBam(Fi,E r )xF a 
et le morphisme de passage au quotient vjq : N Wr -> N Wr //G r est donné par : 



Hom(^i,£ , . r ) x F 2 
(w,a;) 



A 2 (F 1 *)xF 2 
('u> J'w, x) 
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où J' e Ai n -2r(k) est la matrice avec ^ - r blocs A sur la diagonale et des partout ailleurs. Et 
donc 

Àf(N Wr ,G r ) := viï(v N (0)) = ^(0) = ^(O) 

avec 

v' N : Rom(F u E r ) -* A 2 (F*) 
w h> t wJ'w. 

Proposition 3.3.5. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme G-équivariant 

u^i^^G^'y'^iO). 
En particulier, si l'on note H := Gn, on a 

(G si n' > n, 

G/H si n' < n et n' pair, 

G x H E r si n' < n et n' impair. 

Corollaire 3.3.6. Soit r e {0, . . . , N}, alors la dimension de la fibre du morphisme v au dessus de 
J2r vaut : 

• n'n - ^n'(n' - 1) lorsque n' - r < ^ , 

• - 2r) + |(n + 2r) 2 + j(n + 2r) sinon. 

On rappelle que N ■= min^_E^^-) ; § )• En procédant comme pour la proposition 
montre la 

Proposition 3.3.7. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés 
dans le tableau suivant : 



2.1.11 



configuration 


dim. de la fibre générique 


ouvert de platitude 


n' < n 
n' = n 
n' > n 


n'n - ^n'(n' - 1) 
^n(n + 1) 
\n{n + 1) 


Un u ••• u C/ max („'_ç_i !0 ) 
U N u U N -x 
U N 



Corollaire 3.3.8. Le morphisme v est plat sur W//G tout entier si et seulement si n + 2 > 2n' et 
dans ce cas W//G = A 2 (V'*). 

Le corollaire qui suit est une conséquence de la proposition |1.1.6| et du corollaire |3.3.8| : 
Corollaire 3.3.9. Sin + 2> 2n' , alors H = A 2 (V'*) est une variété lisse et 7 est un isomorphisme. 



On s'intéresse, dans la proposition qui suit (et qui se démontre comme la proposition 2.1.141, à 
la fonction de Hilbert de la fibre générique de v. On note comme précôdement H := Gn = Sp n ~2N(k) 
le stabilisateur de wjy dans G. 

Proposition 3.3.10. La fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par : 

(dim(M) si n' > n, 

dim(M ff ) sm' <n et n' est pair, 

dim ((M <g> k[E r ]) H ) si n' < n et n' est impair. 



3.3.2 Description de l'algèbre du nilcône 

Dans cette section, on décrit l'algèbre du nilcône de v comme G' x G-module lorsque n' = n en 
procédant comme dans la section |2.1.3| 

Notation 3.3.11. On note J l'idéal engendré par les G-invariants homogènes de degré positif de 
k[W]. 
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L'idéal J est G' x G-stable par définition. Avec les notations de la section [1.4. 2 



on a 



(3.19) k[w] 2 = (s 2 (V)®r 2ei (v)) e (A 2 (V) ® (Vb er ei+£2 (v))). 

comme G" x G-module. Donc Jnfc[W / ] 2 = A 2 (V') <8> Vb comme G" x G-module et ce module engendre 
l'idéal J. 

On rappelle que l'on a défini les sous-groupes B',T',U' de G' (resp. B,T,U de G) dans la 
~ Soient N' := f et 1 < p < A'. D'après le formule de Cauchy-Littlewood ( |Ful971 §8.3, 



1.4.1 



section 

Corollary 3]), on a un isomorphisme de G' x GL(V)-modules 
(3.20) fc[W] p S © £ A (V')eff À (V)* 

|A|=p 

où |A| := Ei r ï- Puis, d'après [FH91, Theorem 17.5], le GL(V)-module A P V* contient une unique 
copie du G-module r ei+ ... +ep (V). On fixe x p e k[W] p xU un vecteur de plus haut poids du G' x G- 
module A P V' <8> r ei+ ...+ e (V). La proposition qui suit est prouvée dans [KS11, §9] : 

Proposition 3.3.12. On a un isomorphisme de T' x T-algèbres 

k[ Xl ,...,x N ,] = (k[wyj) u '* u . 

Proposition 3.3.13. Soit A = riei + . . . + rjveiv e A+ ; alors la composante isotypique associée au 
G-module T\(V) dans k[W]/ J est 

s\v')®r x (v). 

De plus, la représentation T\(V) apparaît dans k[W] p / (J n k[W] p ) si et seulement si p = Y,i r i- 



Démonstration. La démarche est la môme que dans la preuve de la proposition ! 2 ■ \ ■ ^1 L es monômes 
forment une base de k[xi, . . . ,Xn'~\ et chaque monôme engendre une droite T' x T-stable. Soit 
Pl, . . . ,pn' des entiers positifs, alors le poids (A', A) du monôme x^ 1 . . . xy?,' est 

( PN'tN' + (PN' +PN'-l)tN'-l + ■■■ + (PN' + ■■■ +Pl)ei, PN'tN' + ■■■ + (pN' + ■ ■ ■ + Pl)^l) 

et le poids A détermine uniquement ce monôme. Le résultat annoncé s'ensuit. □ 
On en déduit le 

Corollaire 3.3.14. Si Iz un idéal G-stable homogène de k[W] contenant J et qui a pour fonction 
de Hilbert h, alors la fonction de Hilbert classique de I est donnée par : 

Vp>0, f T (p)= Y, ^r, iei+ ... + , JV , £jv ,(^))dim(r riei+ ... +rjv , ejv ,(v)). 

r 1 + ...+r N r=p 

3.3.3 Etude du cas dim(V r ) = 4 

Dans toute cette section, on fi xe n = 4. On a G = Sp 4 (k), W//G = A 2 (V'*)- 4 et p: V. -+ Gr(4, V'*) 
est le morphisme de la section |1.5.1| On note 

Y Q :={(Q,L)eW//GxV(W//G) \ Q 6 L} = O p(w//g) (-1) 

l'éclatement de W//G en l'origine et Y\ l'éclatement de Yq le long de la transformée stricte de 
A 2 (V'*)~ 2 . Nous verrons à la fin de cette section que Y\ est isomorphe à l'éclatement de la section 
nulle du fibré A 2 (T) au dessus de Gr(4, V'*), où T désigne le fibré tautologique de Gr(4, V'*). 
Nous allons démontrer le 

Théorème 3.3.15. • Si n' = 4, alors T~L = Yq et -f est l'éclatement de W//G en l'origine. 

• Si n' > 4, alors % = Y\ et 7 est une résolution des singularités de W//G. 
En particulier H. est toujours une variété lisse. 



Remarque 3.3.16. Si n' < 3, alors H = W//G et 7 est un isomorphisme d'après le corollaire 3.3.9 



Nous allons démontrer le théorème |3.3.15| en procédant comme pour les théorèmes |2.1.25| et 
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Points fixes de H pour l'opération de B' 

On suppose pour le moment que n' = 4 et on commence par déterminer les points fixes de B' dans 
H. 

Notation 3.3.17. On note 

• D := (ei a e 2 ) l'unique droite S'-stable de A 2 (V), 

• / l'idéal de k[W] engendré par (A 2 (V) ® V ) © {D ® r ei+ea (V)) c k[W] 2 . 
Remarque 3.3.18. L'idéal / est homogène, B' x G-stable et contient l'idéal J. 
Théorème 3.3.19. L'idéal I est l'unique point fixe de B' dans H. 

Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du théorème |2 . 1 . 30 1 en considérant Iz un point 
fixe de B' et en étudiant k[W]/Iz composante par composante. 
• Composantes de degré et 1 : 

On a bien sûr I z n k[W] = {0} et I z n k[W\ * k[W] v 



• Composante de degré 2 : on utilise la décomposition (3.19). 

Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz comme G-module, on a nécessairement /c[l / F] 2 n 
Iz 2 6Vb © r ei+e2 (V). En effet, le G-module k[W]/Iz contient déjà une copie de la représentation 
triviale (qui provient de la composante de degré 0), il ne peut donc pas en contenir d'autre. Ensuite, 
fc[W / ] 2 contient 6 copies de r £l+£2 (V) qui est un G-module de dimension 5, donc k[W] 2 nIz contient 
au moins une copie de r £l+£2 (V"). Comme k\W^2^Iz est B'-stable, il contient D<g>r £l+£2 (V) car D 
est l'unique droite instable de A 2 (V'). Il s'ensuit que I z contient (A 2 (V) ®V ) © (D ®T £l+£2 (y)) 
et donc Iz 3 I- En particulier, Iz 3 J et donc d'après le corollaire |3.3.14[ la fonction de Hilbert 
classique de Iz est donnée par : 

Vp>0, f Iz (p)= E dim(r ri£l+r2£2 (^)) 2 . 

r±+r 2 =p 

La formule des dimensions de Weyl permet de déduire que 

u n £ / \ 1 9 1 8 3 7 3 6 97 5 481 4 29683 3 4069 2 473 1 

V» > 0, f/ 7 (p) = p + p + p + — p + p + p + p + p + p + 1. 

1 ' J zKy> 15120 560 140 20 144^ 240 7560 840 140 

Par ailleurs, un calcul direct avec |GS| Macaulay2] nous donne la fonction de Hilbert classique // 
de l'idéal / : 

Vp>0, fi(p) = fi z (p)- 

Donc Iz = I est l'unique point fixe de B' . □ 



Remarque 3.3.20. On a Stabcj'(/) 



Mi M 2 
M 3 

orbite fermée de H est isomorphe à Gr(2, V). 

Le corollaire qui suit découle du lemme |1.2.1| et du théorème |3.3.19| 
Corollaire 3.3.21. Le schéma H est connexe. 

Espace tangent de H en Zq 

On note Zq ■■= Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la 
Proposition 3.3.22. dim(T Zo "H) = 6. 



; M 1 ,M 3 € GL 2 (k) 1 M 2 e M 2 {k) \, donc l'unique 



On note w e W sous la forme 





yi 


Zl 


h 


X2 


Vi 


Z2 




X3 


2/3 


Z3 


h 


.ï'4 


2/4 







et on identifie à fc[xj,yj, Zi,ti, 1 < 



i < 4]. On explicite des bases de certains B' x G-modules qui apparaissent dans fc[M^]2 : 
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h 

h 

h 
h 

h 
h 

hi 
h 2 
h 3 
h 4 

h 6 
On re 



-x 3 yi - x 4 y 2 + xiy 3 + x 2 y A 
-X3Z1 - X4Z2 + x\z 3 + x 2 z 4 
-x 3 ti - x 4 t 2 + X\t 3 + X 2 t 4 
-VSZI - 2/4-22 + 2/1^3 + 2/2^4 
-2/3*1 - 2/4*2 + 2/1*3 + 2/2*4 
-23*1 - Z 4 t 2 + ^1*3 + z 2*4 

: ariîta - »22/i 
: 2:12/3 - £32/1 

: XlJ/4 - X42/1 
: 2^22/3 " 2-32/2 
: 2:32/4 " X42/3 
: 2:22/4 " 2:42/2 



est une base de A 2 (V) ® V 



est une base de D ® A 2 (V). 



prend les notations de la section 1.2 Soient i? := k[W]/I et 

JV :=(/i,..., f 6 , h,..., h 5 )ck[W] 

qui est un B' x G-module qui engendre l'idéal /. D'après |GS1 Ma caula y2| , les relations entre les 
générateurs ci-dessus du iî-module I/I 2 sont données dans la table 3.5 



-x2 yl+xly2 


V3 


xl 


3 





:■ 


y4 





ml 





3 


Z3 


Zl 





3 


C3 


-t4 


y3t3 


X3t3 


y3z3 


-x3yl+xly3 


-y2 


-x2 


y4 


x4 


y3 


-yl 


xl 


-xl 


-z4 


7.3 


-Z2 


zl 


-C4 


-3 


-t.2 


tl 


-y2t3 


-X2t3 


-y2z3 


-x4yl+xly4 


3 





-y3 


-x3 


3 


-y2 


3 


-X2 


Z3 


3 





Z2 


t3 








ta 











-x3y2+x2 y3 


yi 


xl 








y4 





Kl 








TA 


zl 


3 





m 


t.1 


3 


ylt3 


Xlt3 


ylz3 


-X4y3+x3y4 








yi 


xl 


y2 





X2 





-zl 


7.2 


3 


3 


-t.1 


Î.2 


3 


3 











-x3 y 1 -x4 y 2 +xl y 3 +x2 y 4 














-y3 


V- 


-X3 


xl 


Z4 





Z2 


3 


M 


3 


t.2 


3 








3 


-X3zl-x4z2+xlz3+x2z4 





D 




















-y4 


-y3 


-y2 


-yl 











3 





D 


D 


-X3tl-x4t2+xlt3+x2t4 











3 








3 





3 





3 





-y4 


-y3 


-y2 


-yl 


3 


3 


3 


-y3zl-y4z2+ylz3+y2z4 


3 





3 











3 





X--. 


Xl 


x2 


xl 








3 


3 





3 





-y3tl-y4t2+ylt3+y2t4 











J 


3 


3 








3 


3 


3 


3 


x-^ 


xl 


X2 


X 1 











-Z3tl-z4t2+zlt3+z2t4 





3 




:■ 





:■ 


3 





3 


3 


3 








3 


3 


D 


:■ 





3 




X3z5 














Z4C3- 


Z3t4 




y4t3 


X4t3 












y4z3 


x4z 



-X2z3 y4t3+y3t4 X4t3+x3t4 





Xlz3 

















-y3t3 
y4t4 



-X3t3 
X4t4 



-2z4t2+2z2t4 

Z3t2-z2t3 

Z4tl-zlt4 



ylt3+y2t4 Xlt3+x2t4 Z2tl-zlt2 



-y3t4 



-X3t4 



Z4t2-z2t4 









3 



-ylt3 
-y2E3 

D 

y!C3 



3 

3 

3 

3 



xlt3 y4z3+y3z4 
X2t3 -y3z3 
y4z4 

ylz3+y2z4 
-y3z4 

3 
3 
3 
3 



3 
3 

Xlt3 


3 
3 
3 
3 



X4z3+x3z4 

-x3z3 

x4z4 

Xlz3+x2z4 

-x3z4 







3 

3 



-ylz3 
-y2z3 



ylz3 





3 



3 



-xlz3 
-x2z3 



xlz3 





3 

3 

3 



Table 3.5 - Relations entre les générateurs de I/I 2 
En particulier, on a les relations suivantes données par les colonnes 10 et 14 respectivement 

ri := -z 3 ® h 2 + z 3 ® h 3 - zi ® h 5 + z 4 ® fi - y 4 ® f 2 + 2:4 ® fi-, 
r 2 := ti ® h 2 + t 3 ® h 3 - t x ® h 5 + t 4 ® fi - y A ® f 3 + x 4 ® h- 



On a dim(TV) = 11 et donc d'après le lemme 1.2.6 on a dim(T2 'W) = H _1 "g(p*)- D'après le lemnic 
1.2.1 la variété "H prin contient au moins un point fixe pour l'opérati on de B ', donc Z e %P rm et 
donc dim(Tz 'H) > dim('H pim ) = 6. Donc pour montrer la proposition 3.3.22 il suffit de montrer le 

Lemme 3.3.23. rg(p*) > 5. 

Démonstration. Pour i = 1, . . . , 6, on définit ipi e Hom^(_R <£> N, R) par : 

tpi(l ® fj) = ô\ pour j = 1, . . . ,6, 
ipiil ® h) = pour tout h e D® r ei+e2 (F), 

où ôf est le symbole de Kronecker. La famille {ipi, . . . , ipo) est libre dans Hom^(i? ® N,R). Nous 
allons voir que {p* (ipi), . . . , p* (i/j^)} est une famille libre de Hom^(iî ® 7Z, R), ce qui démontrera 
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le lemme. 

Soient Ai, . . . , A5 e k tels que 

(3.21) A 1 //(V>i) + ... + A 5 p*(^ 5 ) = 0. 



On évalue (3.21 ) en r\ ® 1, on obtient : 

A1Z4 - A22/4 + A4X4 = =>• Ai = A2 = A4 = 0. 



De même, on évalue (3.21 1 en r2 ® 1, on obtient : 

-A3J/4 + A 5 a; 4 = =>• A 3 = A 5 = 0. 
Et donc {p*(4>i), ■ ■ ■ , p*("4>5)} es t bien une famille libre. □ 

Remarque 3.3.24. D'après [GS, Macaulay2] , une famille de générateurs du iî-module Hom^(/// 2 , R) 
est donnée dans la table l3~ÏÏ1 



-x2 yl+xly2 


3 


yi 


Y2 


3 


3 


3 


3 


3 


:■ 


xl 


x2 


:■ 


:■ 


:■ 


3 


3 


3 


z2tl-zlt2 


-x3yl+xly3 


3 


3 




3 


yi 


3 


3 


3 


:■ 





xi 





xl 


:■ 


3 


3 


3 


-Z4t2+z2t4 


-x4yl+xly4 


3 


3 


yî 


Y 3 


3 


3 


3 


3 


:■ 


:■ 


xi 


xl 





:■ 


3 


3 


3 


z4tl-zlt4 


-x3y2 +x2y3 


3 


-y3 


3 


3 


y2 


3 


3 


3 


:■ 


-23 








x2 


:■ 


3 


3 


3 


Z3t2-z2t3 


-x4y3+x3y4 


3 





3 


r3 


-y4 


3 


3 


3 


:■ 





:■ 


xi 


-x4 





3 


3 


3 


Z4t3-z3t4 


-x3 yl -x4 y2 +xl y3 +x2 y 4 


3 


-y4 


y3 


y2 


yi 


3 


3 


3 


:■ 


-x4 


s 3 


x2 


xl 


:■ 


3 


3 


3 





-X3zl-x4z2+xlz3+x2z4 


3 


-z4 


z3 


z2 


zl 


xi 


x3 


xl 


xl 

















3 


3 


3 


3 


-X3tl-x4t2+xlt3+x2t4 


3 


-t4 


-.3 


-2 


tl 


3 


3 


3 





:■ 





:■ 





Xi 


x E 


xl 


xl 


3 


-y3zl-y4z2+ylz3+y2z4 


3 


3 


3 


3 


3 


Vi 


3?3 


y; 


yi 


zi 


-z3 


-z2 


-zl 





3 


3 


3 


3 


-y3tl-y4t2+ylt3+y2t4 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


:■ 


:■ 


r_i 


-C3 


-t.2 


-tl 


y 4 


Y3 


y2 


yi 


3 


-Z3tl-z4t2+zlt3+z2t4 


1 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


:■ 


:■ 


3 











:■ 


3 


3 


3 


3 



Table 3.6 - Générateurs du iî-module Hom JÎ (/// 2 , R) 

On note <$>i le morphisme associé à la colonne i + 1. On vérifie que les six morphismes suivants sont 
G-équivariants et linéairement indépendants : 

• $1, 

• -Z 2 $2 + Zl*3- Z 4 $4-Z 3 $5, 

• -i2*2 + il*3-t4$4-^3*5, 

• -Z2$10 + Zl $11 " Z4$12 " -23*13, 

• -i2$10 + tl$ll-t4$12-i3$13- 

• $18. 

Ils forment donc une base de l'espace vectoriel Hom^(/// 2 , R) et on en déduit, comme dans la 
remarque |2.1.36| que 



Homg(/// 2 , R)=D*® ^D* 9 ^ZT j 



comme -B'-module. 

On déduit du lemme |1.2.2| et de ce qui précède le 

Corollaire 3.3.25. % = 'H prlD est une variété lisse de dimension 6. 
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Construction d'un morphisme équivariant ô : % -* P(W//G) 

Le lemme qui suit découle de la théorie classique des invariants de manière analogue au lemme 

Lemme 3.3.26. Le k[W] -module k[W]( r (yr^ est engendré par 
Puis, on a l'isomorphisme de G'-modules 

Rovn G (T tl+t2 {V),k[W} 2 )=A 2 (V). 



La proposition 1.3.1 donne un morphisme G'-équi variant 

H^Gr(5,A 2 (^'*)). 

Et A 2 (V'*) ®det(V) = A 2 (V), donc 

Gr(5,A 2 (V'*)) = F(A 2 (V')) = ¥(A 2 (V'*)) = F(W//G) 

comme G'-variété. On a donc un morphisme G'-équivariant 

(3.22) S : H-+VÇW//G). 

On rappelle que l'on note 

Y :={(Q,L)eW//GxV(W//G) | Q e L} = O r(w//G) (-l) 

l'éclatement en de W//G. On vérifie que le morphisme jxô envoie T-L dans Yq. Puis, en procédant 
comme pour la proposition |2.1.41[ on montre que le morphisme 7 x ô : % -* Y Q est un isomorphisme 
G'-équivariant. 

Cas n' > 4 

On considère la variété 

Z := {{Q,L,E) e W//Gx¥(W//G) x Gr(4,F'*) | Q € L et Im(L) c E} 



où Im(L) est défini dans la notation 2.1.42 On a le diagramme 

Z 




Y Gr(4,V'*) 
où qi et g 2 sont les projections naturelles. En particulier, avec les notations du début de la section 



3.3.3 on vérifie que Z = A (T). Ensuite, on montre en procédant comme pour le lemme 2.1.43 que 
Y\ = Z et que, via cet isomorphisme, l'éclatement Y\ -»■ Yq s'identifie au morphisme q\ : Z Yq. 



On raisonne alors comme dans la section 2.1.4 : on identifie Yj à Z, on montre l'existence d'un 
isomorphisme G'-équivariant "H = Y±, on identifie H à Y± via cet isomorphisme et enfin on montre 
que 7 est la composition des éclatements Y\ -* Yq -* W//G. En particulier, 7 est toujours une 
résolution de W//G. 

3.4 Cas de 0(V) et SO(V) opérant dans M _1 (0) 

On se place à nouveau dans la situation 3 et on considère le cas particulier où 1' espace vectoriel 
V est de dimension paire n' = 2d. Plus précisément, soit E un espace vectoriel de dimension d et 
soit V':=E®E*. Alors 

W = Kom(V',V) 
= Hom(fîe E*, V) 

= Kom(E, V) x Hom(V r , E) puisque V = V* comme G- module, 
= Hom(£, V) x Hom(£, V)* . 
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On a G = 0(V) et on note G = SO(V) la composante neutre de G qui opère dans W par restriction 



de l'opération de G. Soient A 



1 
-1 



et J' 



A 



A 



€ A4 n '(k) la matrice avec d blocs A 



sur la diagonale et des partout ailleurs. On note fi' la forme symplectique sur V définie par J' 
et G' := Sp(V) le sous-groupe de GL(V') qui préserve fi'. L'opération de GL(V') x G dans W 
induit une opération de G" x G dans W. On note 



l'algèbre de Lie de G' et 



g' := {M e End(V') | J'M + l MJ' = 0} 



' :={Me ' |rg(M)<ra}. 



Le groupe G' opère dans g' par l'action adjointe et on a un isomorphisme G'-équivariant 



0' = 
M h- 



S 2 {V'*) 
J'M 



qui permet d'identifier g'- n au quotient W//G = S 2 (V'*)- n étudié dans la section 3.1.1 
Notre but est d'étudier les schémas de Hilbert invariants 



et 



G-n s :=mb?(n-\o)) 



G°-n s ■■= Hilb^V^O)). 



L'étude de ces deux schémas étant fortement liée, nous faisons le choix de les considérer simultané- 
ment. On procède comme dans la section [272] Dans la section [3.4.1| on décrit l'application moment 
[i ■ W -*■ g, où g désigne l'algèbre de Lie de G, ainsi que sa fibre en 0. Dans la section [3.4.2| on 
étudie les morphismes de passage au quotient v : /i _1 (0) -* /i _1 (0)//G et v : /i _1 (0) -* /i _1 (0)//G°. 
Nous verrons que les réductions symplectiques /i _1 (0)//G et /i _1 (0)//G° sont irréductibles et on 
pourra donc parler de la fonction de Hilbert h s (resp. h®) de la fibre générique de v (resp. de i/q). 
On note G-%P rm et G°-H^ Tln les composantes principales de G-"H S et G -T-L s respectivement. Dans 
la section 3.4.3| on établit un résultat de réduction qui perme t de ramener la détermination de 
G-%P rm au schéma de Hilbert invariant étudié dans la section 3.1 Le résultat essentiel de cette 
section est le corollaire 13.4. 111 



3.4.1 L'application moment 



On considère fi la forme symplectique sur W définie dans la section 2.2.1 alors G' x G opère 
symplectiquement dans (W,fi). D'après [Bec09l §4.2], l'application moment pour l'opération de G 
dans (VF, fi) est donnée par : 

H- W - g 

w H*- -^wJ n w. 

Et donc 

f i-\0) = {weW | wJ n w = 0}. 

Remarque 3.4.1. On vérifie que Sp(V) est le plus grand sous-groupe de GL(V') qui stabilise 
( u _1 (0) dans W et ce constat justifie a posteriori notre choix pour G'. 

L'application moment coïncide (à un scalaire près) avec le morphisme de passage au quotient 
W W//G'. En particulier, ^(0) est le nilcône M(W,G') et on déduit de jKSllj Theorem 9.1] 
que le schéma /i _1 (0) est une variété normale. La preuve de la proposition qui suit est analogue à 
celle de la proposition |3.3.2| 

Proposition 3.4.2. La variété /i _1 (0) est de dimension 

• 2dn - ^n(n - 1) si n < d, 

• dn+ |cP + |g? sinon. 
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3.4.2 Etude des morphismes de passage au quotient 

Soient 

v. ^(0)^^(0) //G 

et 

les morphismes de passage au quotient. Dans cette section, on décrit géométriquement les variétés 
/i _1 (0)//G et /j,~ 1 (0)//G°. On note h s (resp. la fonction de Hilbert de la fibre générique de v 
(resp. de v ) et 

N := min (d, n) . 

On rappelle que l'on a une correspondance bijective entre les partitions (d\ > ... > dk) de 
n' = 2d dans lesquelles les di impairs sont présents avec multiplicité paire et les orbites nilpotentes 
de q' (voir |CM93|, §5.1]). La proposition qui suit se démontre comme la proposition 

I2TÏÏ1 



Proposition 3.4.3. ^ 1 (0)//G = C[ 2 N jl 2(d-jv)i. 

Corollaire 3.4.4. Le quotient /Lt _1 (0)//G se décompose en N + 1 orbites pour l'opération de G' : 

Ui ■= Opi^sfj-j)] , pour i = 0, . . . , N. 

Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

(3.23) {0}=!7ôc-cï7^= M - 1 (0)//G. 

La géométrie de l'adhérence d'une orbite nilpotente dans g' est étudiée dans [KP82 . En par- 
ticulier, la variété // _1 (0)//G est normale (car /j. -1 (0) est normale), de dimension N(2d+ 1 - N) 
( |CM93[ Corollary 6.1.4]) et son lieu singulier est U N -i ( |KP82| Theorem 2]). 

On s'intéresse maintenant à la géométrie de la variété /i _1 (0)//G°. On considère le morphisme 



G'-équivariant p\ : /i _1 (0)//G° -»■ /i _1 (0)//G qui apparaît dans le diagramme (3.11 1. Si d < n, alors 
/i _1 (0) c Hom(V' , V)~ d et donc pi est un isomorphisme. En revanche, si d > n, alors /i _1 (0) n 
{w e W | rg(to) = n} est non vide et donc pi est un revêtement double de /i _1 (0)//G dont le 
lieu de ramification est Or 2 «-i 1 2(i-n.+i)i (en particulier les dimensions de /i _1 (0)//G et /z _1 (0)//G° 
coïncident). Malheureusement, j'ignore quel est le lieu singulier de /i _1 (0)//G°, on sait seulement 
qu'il est de codimension au moins 2. D'après [CM93, §6.1], on a 7ri(0[ 2 n 1 2<d-„)]) = Z 2 et donc, si 
d > n, le morphisme p\ est le revêtement universel de Orgi» ia(d-n)i. 

Dans tous les cas, la variété quotient /^" 1 (0)//G° est normale et se décompose en N + 1 orbites 



Ui, i = 0, ...,7V, qui sont imbriquées comme dans (3.231. On fait ici l'abus d'utiliser les mêmes 
notations pour désigner les orbites de /x -1 (0)//G et de /i -1 (0)//G mais on sera attentif à toujours 
préciser le contexte. 



Remarque 3.4.5. Nous verrons dans la section A. 2 que les variétés /i _1 (0)//G et /i _1 (0)//G° sont 
symplectiques. Nous verrons aussi que /i _1 (0)//G admet des résolutions symplectiques si et seule- 
ment si d < n. 

La dimension de la fibre générique de v (resp. de vq) est : 

|n(n - 1) si d > n, 

dn - 7,d(d +1) si d < n. 



Notation 3.4.6. Si d < n, on note 
H: 



, M e O n - d (k) = O n - d (k) 



0d,n-d Id 

(qui est un sous-groupe réductif de G) et H = SO n ~d(k) la composante neutre de H (qui est un 
sous-groupe réductif de G ). 
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Lemme 3.4.7. La fibre de v (resp. vç,) en un point de Un est isomorphe à 



G {resp. G ) si d> n, 

G/ H (resp. G°/H°) sid<n. 



On en déduit la 



Proposition 3.4.8. La fonction de Hilbert h s (resp. h s ) de la fibre générique de v (resp. de Vq) 
est donnée par : 

dim(M ) si d> n, 
dim(M H ) si d < n. 



VMelrr(G), h s (M) 
{resp. VMeIrr(G°), h° s (M) 



dim(M) 
dim(M H ") 



si d> n 
si d < n. 



:) 



La fibre /x 1 (0) est un sous-schéma fermé G' x G-stable de W, donc l e schéma G-T~L K est un sous- 



et 



34.; 



les fonctions 



schéma fermé G'-stable de Hilb^ (W). Ensuite, d'après les propositions 3.1.9 
de Hilbert hw et h s coïncident lorsque d > n ou d < S et alors G-H s s'identifie à un sous-schéma 
fermé de Hilb? (W) ; ce dernier a été étudié dans la section 3.1 De même, lorsque d > n ou d < ^, 



le schéma G -H s s'identifie à un sous-schéma fermé de Hilb^ w (iy) ; ce dernier a été étudié dans la 
section 13.21 

Remarque 3.4.9. Il n'y a pas de relation d'inclusion entre G-H s et G°-T-L s en général. 



3.4.3 Construction de morphismes équivariants et réduction 

On souhaite déterminer G-%f rm en procédant comme nous l'avons fait pour GL(V) dans la section 
|2.2.3| c'est-à-dire en utilisant le principe de réduction pour se ramener à une variété plus simple. 
On n'a malheureusement pas de résultat semblable pour G°-T-L^ mn puisque, comme nous l'avons vu 
dans la section 1.5.1 on ne dispose pas du principe de réduction lorsque G = SO(V). 
Dans la section 1.5.1 on a construit un morphisme G'-équivariant 



(3.24) 



mib?(w) ^ Gï(h s (v),v'*)- 



D'après la proposition 3.4.8 on a h s (V) = N. La restriction du morphisme (3.241 à G-H s donne 
donc un morphisme G'-équivariant 

(3.25) Ps : G-H s ^Gr(N,V'*)- 

On rappelle que l'on note fi' la forme symplectique sur V' définie par la matrice J' au début de la 
section 3.4 On a V = V* comme G'-module et donc Çl' s'identifie à une forme symplectique sur 
V*. Soient 

">* (t) 

et 

O, := {L e Gt(N,V'*) I 0'| £ est de rang 2i} où i = 0, . . . , N' . 
Alors les Oi sont les orbites pour l'opération de G' dans Gr(7V, V'*) et on a : 

O cÔl c - cO^=Gr(iV, V'*). 

En particulier, On' est l'unique orbite ouverte et 

O = lGi(N, V'*), 

qui est la grassmannienne isotrope introduite dans la section |3.3.1[ est l'unique orbite fermée de 
Gr(N,V'*). 
Soient : 

• Lq e Oq et P •■= Stabc(Lo) le sous-groupe parabolique de G' qui préserve Lq. 
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• W' := Hom(V' /Lq, V) et v' : W -* W//G le morphisme de passage au quotient, 

• hw' la fonction de Hilbert de la fibre générique de v', 

• G-W ■= ffilbft (W) et G-"H' prin sa composante principale. 

On remarque que h s = hyy' ■ En procédant comme pour la proposition |2.2.14[ on montre la 
Proposition 3.4.10. On a isomorphisme de G' -variétés G-ïï s prin = G' x p (G-"H' prin ). 
On déduit de la proposition |3 .4. 1 Ô] et des résultats de la section [3J] le 
Corollaire 3.4.11. • Si d< , alors 

G-nr n = s 2 (T), 

où T est le fibré tautologique de IGr(d, V'*). 
• Si d> n = 2, alors 

G-nP lin = Bl (S 2 (T)), 

où T est le fibré tautologique de IGr(2, V'*) et BIq(S 2 (T)) désigne l'éclatement de la section nulle 
du fibré S 2 (T). 



n+l 
2 

Le cas d > n = 2 découle du théorème 13.1.111 



Démonstration. Le cas d < découle du corollaire 



3.1. 



□ 



Remarque 3.4.12. Si n = 1, alors on a G-"H prin = S 2 (T), où T est le fibré tautologique de IGr(l, V'*) = 
¥(V'*). 

Remarque 3.4.13. Dans la section |2.2.4| nous avons montré l'existence d'une deuxième compo- 
sante irréductible pour % a en nous ramenant à montrer qu'un certain schéma de Hilbert invariant 
Hilb^ (// -1 (0)) était toujours non-vide. On ne peut malheureusement pas obtenir de résultat ana- 
logue ici. La raison est que, dans notre situation, le schéma Hilb^ (/i' _1 (0)) peut être vide. Par 
exemple si G = 02(k), nous allons voir dans la section 3.4.4 que G-T-L s est une variété. 



Remarque 3.4.14. Si d < j, alors comme nous l'avons suggéré dans le remarque 1.5.3 on peut 
construire un morphisme G"-équivariant G°-H s -> Gr(rf, V'*) et obtenir un résultat de réduction 
pour SO(V) analogue à celui obtenu pour 0(V) dans la proposition 3.4.10 Néanmoins, lorsque 
d < ? , on a 

G-n' pTin = w'//o(v) = w'//so(v) = G°-n' piin 

et on n'obtient donc rien de nouveau dans ce cas. 



3.4.4 Etude du cas dim(V) = 2 

Dans cette section, on fixe n = 2 et d > 2. Alors ^ _1 (0)//G = 0[ 2 2 jm-i] et p s : G-T~L S -*■ Gr(2, V'*) est 



le morphisme (3.251. On a vu que Gr(2, V'*) se décompose en deux orbites OqvOi pour l'opération 
de G'. 

Lemme 3.4.15. Le morphisme p s envoie G-T-L s dans Oq. 

Démonstration. Soit L\ e 0\ un point de l'orbite ouverte, on va montrer que la fibre schématique 
de p s en L x est vide. On note V" := V'/L\ et W" := Hom(V r ", V), a lors W" = V ® V* comme G- 
module. On munit W" de la forme symplectique fl définie par ( |2.13| ) et on considère p! : W" -* g 
l'application moment pour l'opération de G dans (W",fl) comme nous l'avons fait pour (W,f2) 
dans la section [3.4.1| En procédant comme pour le lemme [T.5.5| on montre que la fibre schématique 
de p s en L\ est isomorphe au schéma de Hilbert invariant Hilb^ (/i' _1 (0)). 

Il s'agit donc de montrer que ce schéma de Hilbert invariant est vide. Dans le cas contraire, il existe 
un idéal homogène I de fcfy^HO)] tel que fcf/^'-^O)]/^ = ©M€irr(G) M® dim < M ) comme G-module. 
On note / l'image réciproque de Iq par le morphisme de passage au quotient fc[W] ->■ fc[/^' _1 (0)]. 
On a 

k[W"] 2 = (S 2 (V") ® (Vb e (r 2ei e r_ 2ei ))) e (A 2 (V") ® e) 
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comme GL{V") x G-module. L'idéal I contient nécessairement (S 2 (V")®Vb)ffi(A 2 (V")®e) puisque 
k[W"]/I contient déjà une copie de Vb (l'image des constantes dans le quotient) et A 2 (V") = Vo 
comme Sp(V")-madv3e. Donc k[W"] 2 /(I n k[W"] 2 ) est un quotient du G' x G-module S 2 (V") <8> 
(r 2ei ®r„2 ei )- Mais alors, un raisonnement analogue à celui effectué dans la preuve du lemme 
|3.2.14| permet de montrer qu'un tel quotient ne contient aucune copie de la représentation signe 
e. Le résultat s'ensuit puisque le G-module fc[// _1 (0)]/io = k[W"]/I est supposé contenir chaque 
représentation irréductible de G avec une multiplicité égale à sa dimension. □ 



Donc, avec les notations de la section 3.4.3 on a un morphisme G'-équivariant G-T-Ls -*■ G'/P, 



et donc d'après (1.26) on a un isomorphisme G'-équivariant 

p 



G-T-L s = G 



F 



où F est la fibre schématique de p s en Lq- Ainsi, pour déterminer G-T-Ls, il suffit de déterminer F. 
En procédant comme pour le lemme |1.5.5| on montre le 

Lemme 3.4.16. La fibre F est isomorphe au schéma de Hilbert invariant G-H' et l'opération de 
P dans F coïncide, via cet isomorphisme, avec l'opération de P dans G-W induite par l'opération 
de P dans W. 

D'où la 

Proposition 3.4.17. On a un isomorphisme G'-équivariant G-T-L s = G' x p (G-W). 



Enfin, on a vu dans la section 3.1.2 que G-W est une var iété, do nc G-W est une variété. En 
particulier, on a G-W = G-W% Tm et donc, d'après le corollaire 3.4.11 on a G-W = BIq(S 2 (T)). 



3.5 Cas de Sp(V) opérant dans ll *(()) 

On se place à nouveau dans la situation 5 et on considère le cas particulier W = Hom(E, V) x 
Hom(E,V)* comme dans la section 3.4 Soient 0(V) le sous-groupe de GL(V') qui préserve une 
forme quadratique non-dégénérée q' sur V' et G' := SO(V) sa composante neutre. L'opération de 
GL(V') x G dans W induit une opération de G' x G dans W. On note 



l'algèbre de Lie de G' et 



A 2 (V) 



A 2 (vy 



3.3.1 



Le quotient W//G = q' a été étudié dans la section 

Le but de cette section est d'étudier le schéma de Hilbert invariant T-L 

et 



Hilb^Or^O)). Nous 

allons procéder comme dans les sections 2.2 et 3.4 Lorsque d > n ou (d < n et d est impair), nous 
verrons que /Lt _1 (0)//G est irréductible et donc h s est bien définie. En revanche, lorsque d < n et 
d est pair, nous verrons que /z _1 (0)//G est la réunion de deux composantes irréductibles. Cette 
situation ne s'était jamais produite jusqu'à présent et on ne peut alors plus parler de la fibre 
générique du morphisme de passage au quotient. Pour surmonter cette difficulté, on va considérer 
indépendamment les deux composantes irréductibles de ^ _1 (0)//G et associer à chacune d'elles un 
schéma de Hilbert invariant. Les principaux résultats de cette section sont la proposition |3 . 5 . ÎT] et 
son corollaire 3.5.12 Le cas particulier n = 2etd = 3a été traité par Becker dans |BeclO| . 



3.5.1 L'application moment 



On considère Q la forme symplectique sur W définie dans la section 2.2.1 Le groupe G' x G opère 
symplectiquement dans (W,£l) et l'application moment pour l'opération de G dans (W, Q) est 
donnée par |Bec09[ Proposition 3.1] : 



W 
w 







\w{ t w)J 



et donc 



H-\0) = {weW | iu(V) = 0}. 
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Remarque 3.5.1. On vérifie que le plus grand sous-groupe de GL(V') qui stabilise /i -1 (0) dans W 
est 0(V). Cependant, pour des raisons d'ordre pratique (étude des orbites nilpotentes de g'), on 
préfère considérer l'opération de SO(V). 

Le morphisme de passage au quotient W -> W//0(V') est donné par w >-»■ wC'w). On en déduit 
que les schémas /Lt _1 (0) et Af(W,0(V')) sont isomorphes. En particulier, le schéma /z _1 (0) est 
réduit si et seulement si d > n et il est irréductible et normal lorsque d > n QKS11, Theorem 9.1]). 
La preuve de la proposition qui suit est analogue à celle de la proposition |3.1.1| 

Proposition 3.5.2. Le schéma /i _1 (0) est 

• une variété de dimension 2dn - ^n(n +1) si d> n, 

• la réunion de deux fermés irréductibles de dimension dn+ -^d(d-l) sinon. 



3.5.2 Etude du morphisme de passage au quotient 

On note 

le morphisme de passage au quotient et 

N := min(ii, n). 

Dans cette section, nous allons décrire géométriquement le quotient /i _1 (0)//G et voir que, contrai- 
rement aux situations étudiées jusqu'à présent, il n'est pas toujours irréductible. 

On a une correspondance entre certaines partitions de n' = 2d et les orbites nilpotentes de g' 
(voir [CM93, §5.1]). Soit (e^ > . . . > d^) une partition de n' telle que au moins l'un des di est impair 
et les di pairs sont présents avec une multiplicité paire. A une telle partition, on associe une unique 
orbite nilpotente de g' que l'on note 0[d 1 ,..., ( i fc ] ■ On peut aussi considérer une partition "très paire" 
(di > . . . > dk) de n', c'est-à-dire une partition telle que tous les di sont pairs et présents avec 
multiplicité paire. A une telle partition, il correspond cette fois deux orbites nilpotentes distinctes 
que l'on note Oh d ^ et OR rf t- Ces deux orbites sont échangées par l'opération de n'importe 
quel élément de 0(V')\SO(V'). Le résultat qui suit est démontré dans p3ec09, Proposition 3.6] : 

Proposition 3.5.3. On a l'égalité ensembliste 



y [2",l 2 t d - 



si d> n, 



C[2 d - 1 ,i 2 ] si d < n et d est impair, 

C^ 2d -| u 0[2<n si d < n et d est pair. 

Remarque 3.5.4. Le schéma /i _1 (0)//G n'est pas toujours réduit. Par exemple si n = 2 et d = 1, on 
vérifie que ^i _1 (0)//G = Spec(A:[x]/(x 2 )) qui n'est pas réduit. Dorénavant, on considère toujours 
^i _1 (0) et /i _1 (0)//G munis de leurs structures réduites pour simplifier. 

Corollaire 3.5.5. Les orbites pour l'opération de G' dans le quotient /u -1 (0)//G sont : 

• Ui ■= O[2« ) i2(d-oi pour i = 0, 2, 4, . . . , n, si d> n, 

• Ui ■= 0[ 2 i iMd-m pour i = 0,2,4, . . . , d— 1, si d < n et d impair, 

• Ui := C[2 i .i 2 ( d - i )] pour i = 0, 2, 4, . . . , d - 2 et U\:= OL d y U d := O^dy si d < n et d pair. 

Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la façon suivante : 

{0} = Uq c [/ 2 c ••• c U n lorsque d> n, 

{0} = Uq c [7 2 c ••• c Ud-i lorsque d < n et d est impair, 

{0} = Uq c U2 c ••• c Ud-2 c Ui et Ud-2 c Uj lorsque d < n et d est pair. 

Donc, si d < n et d pair, le quotient /i _1 (0)//G est la réunion des adhérences des deux orbites 
nilpotentes U\ et f/j 1 . L'intersection des adhérences de ces deux orbites est Ud-2- En revanche, 
lorsque (d > n) ou (d < n et d est impair), le quotient /i _1 (0)//G est irréductible. La géométrie de 
l'adhérence d'une orbite nilpotente dans g' est étudiée dans |Hes79] et |KP82j . 
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Proposition 3.5.6. Si d> n, alors la variété /x _1 (0)//G est normale, de dimension 2dn-n(n+ 1) 
et son lieu singulier est U n -2- 

Si d<n, alors chaque composante irréductible de n~ 1 (Q)//G est normale et de dimension d(d - 1). 
Le lieu singulier de /i _1 (0)//G est Ud-2 (resp. U^s) lorsque d est pair (resp. d est impair). 

Démonstration. La normalité des composantes irréductibles de /i _1 (0)//G est donnée par |Hes791 
Criterion 2]. Leur dimension est donnée par [CM93, Corollary 6.1.4]. Enfin, le lieu singulier est 
donné par |KP82[ Theorem 2]. □ 



Remarque 3.5.7. Nous verrons dans la section A. 2 que les composantes irréductibles de \x 1 (0)//G 



sont symplectiques et mais qu'elles admettent des résolutions symplectiques si et seulement si 
d < n + 1. 

Si d < n et d impair, alors la fibre générique de v est réductible ce qui rend plus compliqué la 
détermination de sa fonction de Hilbert. On exclura donc toujours ce cas par la suite. Il reste deux 
cas de figure à considérer : 

• Cas d > n. La fibre de v en un point de l'orbite ouverte est irréductible de dimension |n(n + 1). 
On note h s la fonction de Hilbert de la fibre générique de v, 

n s := Hiib^or^o)) 

et H^ nn la composante principale de H s . 

• Cas d<n et d pair. On note X 1 , X n les deux composantes irréductibles de /j, _1 (0) et Y 1 := U\, 

Y 11 := Uj 1 les deux composantes irréductibles de fi~ 1 (0)//G. Quitte à échanger X 1 et X n , on a 
X T //G = Y 1 et X n //G = Y 11 . On note vi : X 1 -* Y 1 et v n : X 11 Y 11 les morphismes de passage 
au quotient. On vérifie que la dimension de la fibre de vj (resp. de vjj) en un point de l'orbite 
ouverte de Y 1 (resp. de Y 11 ) est dn- 1). Le groupe 0(V) opère transitivement sur U^uU^ 1 

donc les fibres génériques de vj et vu sont isomorphes. En particulier, elles ont la même dimension 
et la même fonction de Hilbert h s . On note 

HilbJ( M -H0)), 

= HUb£pr*)> 

= Hilb£(X"). 

Enfin, on note %f' prm et T-L^ 1 ^™ les composantes principales de et H 1 ^ respectivement. Comme 
X 1 et X u sont des fermés de /i _1 (0), on a l'inclusion Ul^U 1 ^ c H s , mais celle-ci est stricte a 
priori. 

Notation 3.5.8. Si d < n et d est pair, on note 




H:= 



M n - d4 

0d,n-d Id 



M 6 Sp n - d (k) \ = Sp n -d(k) 



qui est un sous-groupe réductif de G. 

Lemme 3.5.9. Si d> n, la fibre de v en un point de U n est isomorphe à G. 

Si d = n, la fibre de vj (resp. de vu) en un point de (resp. de U^ 1 ) est isomorphe à G. 

Si d < n et d est pair, la fibre de vj (resp. de vjj) en un point de (resp. de ) est isomorphe 

à G/H. 

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme |2.2.10| □ 
D'où la 

Proposition 3.5.10. Soit M e Irr(G), alors 

• h s (M) = dim(M) sid>n, 

• h s (M) = dim(M H ) sid<n et d est pair. 

Le fermé /i _1 (0) est G'xG-stable dans W, do nc le sch é ma T-L„ e st un sous-schéma fermé G'-stable 
de ÏÏX\hf(W). Ensuite, d' après les propositions 



3.3.10 



et 



3.5.10 



les fonctions de Hilbert hw et h 



coïncident lorsque d > n ou d < 2 et alors H s s'identifie à un sous-schéma fermé de Hilb hM , (W) ; 
ce dernier a été étudié dans la section 3.3 De même, lorsque d = n ou (d < ~ et d est pair), les 
schémas et H^ 1 s'identifient à des sous-schémas fermés de Hilb? (W). 



Ronan Terpereau 



103 



3.5.3 Construction d'un morphisme équivariant et réduction 

Dans cette section, on procède comme dans les sections |2.2.3| et |3.4.3| pour montrer que l'étude 
des composantes principales H% rm , "H 7 ' prm et 'H 77 ' prm se ramène à l'étude du schéma de Hilbert 
invariant effectuée dans la section 13.31 

Dans la section 1.5.1| on a construit un morphisme G'-équivariant 

(3.26) Hilb^ (W) -+ Gr(h s (V),V'*). 



D'après la proposition 3.5.10 on a h s (V) = N. La restriction du morphisme (3.261 à % s donne un 
morphisme G'-équivariant 

(3.27) Ps : H s -*■ Gr(N, V'*). 

On rappelle que l'on note q' la forme quadratique non-dégénérée sur V préservée par 0(V). On 
a V' = V* comme 0(V^')-module et donc q' s'identifie à une forme quadratique non-dégénérée sur 
V* . Pour i = 0, . . . , N , on note 

Ot := {L e Gr(N, V'*) \ q\ L est de rang i}. 

Si d > n, alors les Oi sont les n + 1 orbites pour l'opération de G' dans Gr(n, V). En revanche, si 
d < n et d est pair, alors les Oi sont des G'-orbites pour i = 1, . . . ,d mais Oo = OGr(d, V'), qui est la 
grassmannienne isotrope introduite dans la section 3.1.1 est la réunion de deux G'-orbites que l'on 
note Oq et O^ 1 et qui sont échangées par l'opération de n'importe quel élément de 0(V')\SO(V). 
Dans tous les cas, on a : 

OGt(N,V) =Ô^cÔ 1 c-cÔ7=Gr(AT, V'). 

Ensuite, soient : 

• Lq e OGr(7V, V'*) et P ■■= Stabc(Lo) ^ e sous-groupe parabolique de G' qui préserve I/o, 

• W' ■= Hom(V /Lq, V) et v' : W -* W //G le morphisme de passage au quotient, 

• h\Y' la fonction de Hilbert de la fibre générique de v', 

• H' ■= Hi\b h (W') et %'P rm sa composante principale. 

On remarque que h s = hw. Par ailleurs, lorsque d < n et d est pair, on vérifie que le morphisme 
p s envoie "Hg ,pnn dans l'une des deux composantes irréductibles de Oq et "Hg /,prin dans l'autre 
composante. Quitte à échanger Oq et Oq 7 , on peut suppo ser que p s envoie %f' prm dans Oq et 



2.2.14 



on montre la 



^zr,pnn dans Oq 7 . En procédant comme pour la proposition 
Proposition 3.5.11. On a les isomorphismes de G' -variétés suivants : 

• si d> n, alors 

• si (d < n et d est pair) et Lq e Oq (resp. Lq e Oq 7 ,), alors 

H /, P ri„ g G'x p -H' prin (resp. -H s 77 ' prin = G'x p H' prin ). 

On déduit de la proposition |3 . 5 . 1 î] et des résultats de la section [3~3] le 
Corollaire 3.5.12. • Si d < ^ + 1 et d est pair, alors 

H /,prin ^ A 2( Tj ) et H ILP™ a A 2 (T//), 

où Tj (resp. Tu) est le fibré tautologique de Oq (resp. de Oq 1 ). 
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Si d - 



4, alors 



7tf prin = Bl (A 2 (Tj)) et H 1 / ' prln = Bl (A 2 (T n )), 

où Blo(A 2 (Tj)) (resp. Blo(A 2 (Tn))) désigne l'éclatement de la section nulle du fibré A 2 (Tj) 
(resp. du fibré A 2 (T a)). 

• Si d > n = 2, alors 

nf ln = A 2 (T), 
où T est le fibré tautologique de OGr(2, V'*). 

• Si d > n = 4, a/ors 

U plin = Bl (A 2 (T)) 

qui est l'éclatement de la section nulle du fibré A 2 (T), où T est le fibré tautologique de 
OGr(4,V'*). 



Démonstration. Les cas d<^ + letd>n = 2 découlent du corollaire 
Les cas d > n = 4 découlent du théorème 13.3.151 



3.3.9 



□ 



Remarque 3.5.13. On ne peut malheureusement pas procéder comme nous l'avons fait dans la 
section 2.2.4 pour déterminer si H s est ou non réductible (pour les mêmes raisons que celles don- 



nées dans la remarque 3.4.13). A priori, T-L s peut admettre plusieurs composantes irréductibles. 
Cependant, si n = 2 nous allons voir dans la section [3. 5. 4| que T-L s est toujours une variété. 

3.5.4 Etude du cas dim(V) = 2 

Dans cette section, on fixe d > n = 2. Alors G = Sp-z(k) = SL,2(k) 
M- x (0)//G 



O 



[2 2 ,l 2d - 4 ] 



si d > 3, 



Q[ 22] u Og 31 si d = 2, 



et p s : %s -* Gr(2,V'*) est le morphisme (3.27 



Nous 



allons utiliser les résultats des sections précédentes et de la section |1.5.2| pour déterminer T-L s 
comme G'-schéma. 

Proposition 3.5.14. Si d> 3, alors "H s = "H!? 1111 est une variété lisse isomorphe à 
Bl„(O [22 , lM - t] ):={(/,I)£0 [2!il!Ji xP(O| 2M! «|) | /eL} 



et le morphisme de Hilbert- Chow 7 s'identifie à l'éclatement _B/o(C[2 2 ,i 2d - 4 ]) C[2 2 ,i 2d - 4 ]- 
Si d = 2, alors T-L s = T-L^ prm WH^ 1 ' prm est la réunion de deux variétés lisses isomorphes à BIq(0^ 22 ^) 
et £>Zo(0j^2]) respectivement. De plus, l'intersection Ti!,' plln n Hf 7 ' prm est l'ensemble des idéaux 
homogènes de % s . Enfin, la restriction de 7 sur 

^/, P rin ^ msp sur -^n,prmj s ' i( i en tifie à l'éclatement 

de 0[2 2 ] ( res P- de O^nJ en 0. 



[2 2 ]/ 



Démonstration. Les cas d = 2 et d > 3 se traitent de manière analogue. On considère le cas où d > 3. 
D'après le théorème |1.5.1l| on a une immersion fermée 

1 x Ps : H S ^Y:= {(/, L) 6 x P( fl '- 2 ) | / e l) . 

On vérifie que Y est la réunion de deux variétés Ci et C2 définies par : 



Ci :- i?Z (C[2 2 ,i 2ti " 4 ])' 

C 2 := {(/, L) 6 [2 2 ,!"-«] x P (fl' S2 ) I / = 0} = P (9'- 2 )- 

Ces deux variétés sont de dimension Ad-6 et 4<i-4 respectivement. Le morphisme jxp s envoie "H prm 
dans Ci ; ce sont deux variétés de même dimension, donc 7 x p s : "H prm -> Ci est un isomorphisme. 
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Ensuite, on vérifie que la composante G 2 est formée des idéaux homogènes de k[W] (c'est une 
conséquence de la proposition 3.3.131. On a un isomorphisme G'-équivariant 

(3.28) P(fl' s2 ) sGr(2,V"*) 

qui permet d'identifier tout point de ¥(g'- 2 ) avec un sous-espace de V* de dimension 2. Via 
cette identification, l'idéal II de k[W] associé au point (0,L) e G 2 est l'idéal engendré par les 
G-invariants homogènes de degré positif de k[W] ainsi que par le G-module L 1 ® V c fc[W]i. 
Nous allons montrer que II est un point de T~L S si et seulement si L e OGr(2 1 V' *). L e résul- 
tat en découlera puisque P(0[ 2 2 .i 2d - 4 ]) s'identifie à OGr(2,V'*) via l'isomorphisme (3.28) et que 
{(/, L) e C[ 2 2 i i2 t i-4] x P(C[ 2 2 j i2<i-4]) | / = 0} est une sous-variété de C\. 
On note W := KomiV'/L 1 , V), alors 

k[W'] 2 = S^'/L 1 ) ® S 2 (V) e A^V'/L 1 ) ® A 2 (y) 

comme G-module. On note J' l'idéal de fc[V^'] engendré par A 2 (V /L 1 ) ® K 2 {V) c /c[Ty'] 2 . On a 

k[W']/I' = k[W]/I L = M œdim(M) 

Melrr(G) 

comme G-module. Donc 

I L en s o I l dV^S 2 (V) 
^ J LeOGr(2,V A '*) 

et le résultat s'ensuit. □ 

Remarque 3.5.15. Lorsque d = 3 et n = 2, Becker avait déjà montré dans [Be clO] que T-L s = T-L^ Tln est 
une variété lisse. 

Remarque 3.5.16. Dans la preuve de la proposition |3.5.14] on a montré que si d > n = 2, alors 
les idéaux homogènes de T-L s sont contenus dans H^ lln . En reprenant les arguments de la fin de la 
preuve, on vérifie que cette assertion est vraie plus généralement si d > n > 2. 



Questions ouvertes 



Dans ce mémoire, nous avons déterminé plusieurs familles infinies de schémas de Hilbert invariants 
pour l'opération des groupes algébriques classiques dans certains schémas affines. Plus précisément, 
nous avons étudié d'une part le cas dit "classique" : 

• G = GL n (k) opère dans W = V® ni ® V*® n2 , ou bien 

• G = SL n {k), O n (k), SO n (k) ou Sp 2n (k) opère dans W = V® n ' , 
où V est la représentation standard de G, et V* est sa duale ; 
d'autre part le cas dit "symplectique" : 

• G = GL n (k), O n (/c), SO n (k) ou Sp2 n (k) opère dans la fibre en de l'application moment. 
On note hw la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme W -*■ W//G et 

H:= mib^tn 

le schéma de Hilbert invariant associé au G-schéma affine W et à la fonction de Hilbert hw . Nous 
avons pu déterminer Ti pour des petites valeurs de n, mais le cas général reste ouvert et paraît 
très compliqué. Les schémas de Hilbert invariants semblent donc respecter la loi de Murphy qui se 
traduit ici par : «Plus n est grand, plus T-L est pathologique». 



Cas classique 



Soit G' le sous-groupe algébrique réductif de Aut G (W) défini dans la section 1.4.1 et B' un sous- 
groupe de Borel de G'. Si n' = n = 3 et G = GL n (k), O n {k) ou SO n (k), on a montré que Ti est 



singulier (théorèmes 2.1.44 3.1.25 et 3.2.8) en déterminant l'espace tangent aux points fixes de B'. 

Question 1. Est-ce que Ti est réduit, irréductible ? 

Question 2. Est-ce que la composante principale Ti pnn est lisse ? 

On remarque que ces deux questions sont liées. En effet, si "H plln est lisse alors nécessairement 
Ti est réductible et/ou non-réduit. Pour répondre à la question 1, une stratégie possible serait de 
calculer l'espace de base de la déformation verselle aux points fixes de B' (voir par exemple |Ste03 , 
§3]). Lorsque G = Oj,{k) ou GL^{k), je pense que la composante des idéaux homogènes de Ti donne 
une composante irréductible distincte de Ti pnn , et donc que T-L est réductible. 
Dans tous les exemples de ce mémoire (à l'exception du cas G = O3 qui reste à déterminer), le 
schéma TA. est connexe. Il est de plus toujours singulier dès lors que W//G admet au moins 4 
orbites pour l'opération de G'. D'où la 

Question 3. Si G = GL n (k), O n (k), SO n (k), et si n> 4 (ou si G = Sp2 n (k), et si n > 3), est-ce 
que Ti est toujours connexe et singulier ? 

Des calculs effectués pour GL 4 (k) et Sps(k) (et qui ne figurent pas dans ce mémoire par égard 
pour le lecteur) laissent penser que la réponse à la question 3 est positive. Pour montrer la connexité, 
on peut essayer de procéder comme dans la section 3.2.2 : on détermine les points fixes de B' puis 



on utilise des bases de Grôbner pour construire des chaînes de courbes rationnelles entre les points 
fixes. Pour montrer que Ti est singulier, il suffit (par un argument de semi-continuité) de calculer 
la dimension de l'espace tangent aux points fixes de B'. Malheureusement, la méthode calculatoire 
employée dans ce mémoire est inapplicable lorsque n est grand. Quelles que soient les méthodes 
employées pour répondre à la question 3, il sera sans doute nécessaire de commencer par répondre 
à la 
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Question 4. Quels sont les points fixes de B' dans Ji ? 

Plus précisément, on aimerait avoir une description de chacun de ces points fixes en termes de 
B' x G-sous-modules de fe[W]. 

Conjecture 1. Si I est un point fixe de B' dans T-L, alors l'idéal I est engendré par ses composantes 
homogènes de degré < n. 

Conjecture 2. Si G = GL n (k), alors H admet un unique point fixe de B' , et B' est son groupe 
d'isotropie. 

Par ailleurs, dans le cas du schéma de Hilbert multigradué de Haiman et Sturmfels (|HS04_), 
de nombreux exemples pathologiques ont pu être déterminés en partie grâce à une description 
combinatoire de celui-ci ( |CEVVÔ9l ICSIOl IAST1 il ...J). Une telle description combinatoire pour T~L 
(ou au moins pour les points fixes de B') serait très précieuse mais reste à expliciter. 

Signalons enfin que quelques cas particuliers ont été mis sous silence dans ce mémoire. Par 
exemple, si G = GLz(k), les cas (ni = 2 et > 3) et (n2 = 2 et ni > 3) n'ont pas été traités. La 
raison en est que la fonction de Hilbert est alors compliquée, et l'on ne peut donc pas appliquer le 
principe de réduction pour se ramener à un cas plus simple déjà traité. On peut toutefois supposer 
que les méthodes employées pour traiter les autres cas s'appliquent encore. 



Cas symplectique 

Soient W = V md ffi V* md , où d est entier positif, u _1 (0) la fibre en de l'application moment 
/i : W -»■ Lie(G), h s la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme /i _1 (0) -* /i _1 (0)//G, 
et 

H s := Hilb?(M _1 (0)). 



On a vu que Ti s est toujours réductible lorsque G = GL n (k) et d > 2n (proposition 2.2.201. 

Question 5. Si G = O n (k), SO n (k) ou Sp2n(k) et si d> n, est-ce que H s est réductible ? 

Question 6. Est-ce que la composante principale H^ lm est toujours lisse ? 

Lorsque n > 3, je pense que H s est réductible par analogie avec le cas des groupes finis. Pour le 
prouver, il suffirait par exemple de montrer que la fibre du morphisme p (défini dans les sections 



3.4.3 et 3.5.3 1 en un point de l'orbite ouverte est non-vide. Malheureusement, je n'ai pas été capable 
de déterminer cette fibre en général. Quant à la lissité de "HP" 11 , le principe de réduction nous dit 
qu'elle est équivalente à la lissité de "H prm dans le cas classique. 

Comme dans le cas classique, on a été amené à négliger certains cas. Par exemple si G = GL n (k). 
d < In et d est impair, alors on ne connaît pas h s ; je n'ai donc pas pu déterminer des exemples de 
schémas de Hilbert invariants pour cette configuration (à l'exception du cas trivial d = 1). 

Enfin, il serait intéresser de déterminer H s pour l'opération de SL n (k) dans /x _1 (0) c V® d © 
V* ed . Ce cas n'a pas été traité dans ce mémoire (excepté pour n = 2) essentiellement par manque 
de temps. 

Déterminer la composante principale à l'aide de la théorie des 
plongements des espaces homogènes sphériques 

Dans le cas classique, la variété W//G est normale et, dans chaque cas, il est connu qu'elle admet 
une orbite ouverte pour l'opération de B'. De même, dans le cas symplectique, les composantes 
irréductibles de /x _1 (0)//G sont normales et elles admettent une orbite ouverte pour l'opération 
de B' d'après [Pan94, §4.2 et §4.3]. Autrement dit, tous les quotients que l'on a regardé dans 
ce mémoire sont des variétés sphériques (ou des réunions de variétés sphériques dans la section 



3.5 1. On rappelle qu'une G'-variété X est dite sphérique si X est normale et si X contient une 
orbite ouverte pour l'opération de B' . En particulier, un espace G'-homogène U est sphérique s'il 
contient une orbite ouverte pour l'opération de B'. On dit que X est un plongement sphérique de U 
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si X est une variété sphérique qui admet une G'-orbite ouverte isomorphe à U. A tout plongement 
sphérique, on peut associer un objet combinatoire appelé éventail colorié qui classifie le plongement. 
En particulier, si G' = B' est un tore, alors on retrouve la théorie des variétés toriques. Pour une 
introduction à la théorie des plongements sphériques, le lecteur peut par exemple consulter [Timll . 

Tous les quotients qui apparaissent dans ce mémoire sont des plongements sphériques connus 
(variétés dctcrminanticlles, adhérences d'orbites nilpotentes,...) et on peut donc aisément détermi- 
ner l'éventail colorié associé. Par ailleurs, le morphisme de Hilbert-Chow 7 : W pnn -* W//G est 
G'-équi variant, birationnel et propre. Donc "H pnn contient une orbite ouverte qui est un espace 
homogène sphérique. On souhaite utiliser la théorie des plongements sphériques pour déterminer 
W mn . Malheureusement, on ne sait pas si % prin est normale et il faut donc considérer sa norma- 
lisation %P rm ; celle-ci est un plongement sphérique de l'orbite ouverte de W//G. Le morphisme 
7 : H prin -> W//G obtenu en composant 7 avec le morphisme de normalisation % prm -+ % prm vérifie 
les mêmes propriétés que 7. Si T-L v ™ admet une unique orbite fermée F isomorphe à G'/B', on 
montre que l'éventail colorié de "% prm est entièrement déterminé par celui de W//G. En général, 
la situation est plus compliquée, mais on peut encore espérer décrire (au moins partiellement) 
l'éventail colorié de "% prin à partir de celui de W//G. 

Cette méthode offre une approche possible pour étudier la composante principale "H prm lorsque 
% est réductible ou non-réduit. Cependant, il semble que l'on ne puisse pas faire mieux que de 
décrire la normalisation de "H prm . D'où la 

Question 7. Est-ce que W™ est normale ? 

On peut bien sûr reprendre tout ce qui précède en remplaçant W par /i _1 (0) et "H prm par "H pim . 
Je pense que cette approche du schéma de Hilbert invariant par la théorie des plongements des 
espaces homogènes sphériques est prometteuse et j'espère la développer ultérieurement. 



Annexe A 

Résolutions crêpantes de W//G et 
résolutions symplectiques de /x _1 (0)//G 

A.l Résolutions crêpantes de W//G 
A. 1.1 Généralités 

Soit X une variété de Cohen-Macaulay, alors X admet un faisceau dualisant (unique à isomorphisme 
près) que l'on note u>x- On dit que X est de Gorenstein si X est de Cohen-Macaulay et si lux est 
inversible. Si de plus X est lisse, alors son faisceau dualisant coïncide avec son faisceau canonique 
Ox(Kx)- Toutes les variétés quotients W//G étudiées dans les situations 1 à 5 sont de Cohen- 
Macaulay, mais elles ne sont pas toujours de Gorenstein. De plus, ce sont toutes des cônes affines, 
c'est-à-dire que G m opère dans W//G avec un unique point fixe (appelé sommet du cône et noté 
0) et pas d'autre orbite fermée. Le lemme qui suit nous fournit un critère pour déterminer si un 
cône affine est de Gorenstein. 

Lemme A. 1.1. Soit X un cône affine de Cohen-Macaulay. Alors on a l'équivalence 

X est de Gorenstein <=> ujx = Ox- 

Démonstration. L'implication <= est immédiate. Montrons l'autre implication. L'opération de G m 
dans X munit la /c-algèbre R := k[X] d'une graduation : 

i>0 

où G m opère dans Ri par t.f = t % f pour tout t e G m et pour tout / 6 
De même, le iî-module M := est un iî-module gradué : 

M = Q)Mj avec pour tous i,j > 0, Ri.Mj c M i+ j. 

On souhaite montrer que M = R comme iî-module. On note R + := ©;>i Ri l'idéal maximal homo- 
gène de R et soit ip : M M / R+M = k le morphisme de passage au quotient. Il existe m e M, 
homogène, tel que ip(rh) = 1. On considère l'application 

<j) : R -»■ M 
r h» r.m 

Alors <fi est clairement un morphisme injectif de iî-modules gradués et (f) induit un isomorphisme 
R/R + -* M/R+M. Donc, d'après le lemme de Nakayama gradué ( |Eis95l Exercise 4.6]), le mor- 
phisme <fi est surjectif, donc c'est un isomorphisme de iî-modules et le résultat s'ensuit. □ 

Soient X une variété de Gorenstein et f : Y -*■ X une résolution des singularités de X. La 
résolution / est dite crêpante si / préserve le faisceau dualisant de X, c'est-à-dire si f*(uix) = <-^y -, 
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où uix (resp. wy) est le faisceau dualisant de X (resp. de Y). Signalons qu'une variété X n'admet pas 
toujours de résolution crêpante et lorsqu'elle en admet, il peut en exister plusieurs non isomorphes. 
On conseille au lecteur qui aimerait en savoir plus sur les résolutions crêpantes de consulter l'article 
d'exposition |Rei85 . 

On souhaite déterminer les liens entre le morphisme de Hilbert-Chow 7 : 7i -* W//G et les 
résolutions crêpantes (lorsqu'elles existent) de W//G dans les situations 1,2,3 et 5. Nous aurons 
besoin du 

Lemme A. 1.2. Soient X une variété singulière, normale et de Gorenstein, et Y\, Yi des variétés 
lisses telles que l'on ait : 



Y 1 



X 

où g et fi sont des résolutions de X . 

Si g est crêpante, alors fi est crêpante et f 2 est un isomorphisme. 

Démonstration. La formule de ramification nous donne les égalités suivantes dans les groupes des 
classes de diviseurs Cl(Y{) et Cl(Y 2 ) respectivement : 

K Yl =f*(K x ) + E 1 , 
K Y2 =f;(K Yl ) + E 2 , 

où E\ (resp. E 2 ) est un diviseur à support dans le lieu exceptionnel de fi (resp. de f 2 ). On en 
déduit que 

(1.1) K Y2 =g*{K x ) + f 2 (Ei)+E 2 . 
Or, g est crêpante par hypothèse, donc 

(1.2) f*(Ei)+E 2 = 0. 
Puis, le poussé en avant préserve l'équivalence linéaire, donc 

Î2M2 (El) + E 2 ) = f 2)t (f 2 (Ei)) + f 2it (E 2 ) = Ei. 

Mais 

/2*(/ 2 *(£l)+£ 2 ) = /2*(0)=0 



d'après ( |1.2 |. 

Il s'ensuit que Ei = 0, et donc fi est crêpante. L'égalité \1.2\ implique alors que E 2 = 0. Enfin, f 2 
est un morphisme birationnel et surjectif entre deux variété lisses dont le diviseur de ramification 
est trivial, c'est donc un isomorphisme d'après [DebOÏ] §1.41]. □ 

Remarque A. 1.3. Ce lemme justifie pourquoi les résolutions crêpantes sont parfois qualifiées de 
résolutions minimales. 



A.1.2 Situation 1 

On se place dans la situation 1 et on reprend les notations de la section |1.5.2| On suppose que la 
variété W//G est singulière, c'est-à-dire que 1 < n < nf - 1. On a vu que W//G est de Gorenstein et 
que 7 : 7i -»■ W//G est une résolution des singularités de W//G. Malheureusement, on a la 

Proposition A. 1.4. La résolution 7 n'est pas crêpante. 
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Démonstration. On identifie 7 : T~L -* W//G à l'éclatement / : BIq(W//G) 
théorème 1.5.11| et on considère le diagramme 



W//G grâce au 



BhiWHG) 





W//G 



V(W//G) 



où p est la projection naturelle et a est la section nulle. Le diviseur exceptionnel de /, noté Df, 
s'identifie à P(W//G) grâce à a. La formule d'adjonction ! .Ilar77 Proposition 8.20]) donne : 

uj Df = u Blo (wiig) ® 0(D f ) ® Df . 

On rappelle que Bl (W//G) est naturellement plongée dans A n V* x F(A n V'*). D'après |Har771 
Proposition 6.18], on a O(-Df) = Id,i où Ijj. est le faisceau d'idéaux de Df dans BIq(W//G). 
Mais Df est l'image de la section nulle dans BIq(W//G), donc Ijj f ^ D = Oc / (l). Il s'ensuit que 

"D f = "bi (w//G) ®0 Df {-l). 
On suppose que / est crêpante, alors 

"Bl (W//G) = f*( UJ W//G) = f*(£>W//G) = ObIo(W//G) 

où le deuxième isomorphisme découle du lemme |A.1.1| 

On a donc u Df = Df (-l). Mais D f = ¥(W//G) = Gr(n, V'*) et donc 

"Df = "Gi(n,V'*) = ^Gr(n,V'*) ( _ "')- 

Or, n' > 1, ce qui contredit l'hypothèse que / est crêpante. □ 



A.1.3 Situation 2 



On se place dans la situation 2 et on reprend les notations de la section |2.1| On suppose que la 
variété déterminantielle W//G = Hom(Vi,V2) £n est singulière, c'est-à-dire que n\^ni > n. On a 
vu que W//G est de Cohen-Macaulay et que 7 : H -*■ W//G est une résolution des singularités 
de W//G lorsque n < 2. On s'intéresse aux résolutions crêpantes (éventuelles) de W//G, donc la 
première chose à faire est de déterminer pour quelles valeurs de n,ni,ri2 la variété W//G est de 
Gorenstein. La proposition qui suit est un résultat connu f |Sva74l Theorem 5.5.6]). On en redonne 
ici une preuve dans le but d'être complet. 

Proposition A. 1.5. La variété W//G est de Gorenstein si et seulement si ni = n^. 
Démonstration. Le groupe multiplicatif G m opère dans W//G = Hom(V A 1 , V^) 5 ' 1 par : 

VaeG m , V/eHom^,^) 5 ™, a.f := af 



Donc W//G est un cône affine et donc, d'après le lemme [À. 1.1 il suffit de déterminer pour quelles 
valeurs de n, ni, ni le faisceau dualisant uJw//G es t trivial. 

On note i l'immersion ouverte U n ■-»■ W//G. Si ^wjjG es ^ trivial, alors wu n = i*^Jw//G es t trivial. 
Réciproquement, si LUjj n est trivial, alors comme (W //G)\U n est de codimension > 2, le faisceau 
réflexif Wvk//g es t trivial. On est donc ramené à déterminer pour quelles valeurs de n, «1,712 le fibré 
canonique u>u n est trivial. 

In On. ni - 



Soient J n 



On2-n.n1 -n 



e U n et 



H: = Stab G ,(J n ) 





" A 


' 




'A 


B 2 




{( 


B 1 


Ci_ 







c 2 


) 



A€GL n (k),C!€GL 
B 1 €M ni . nin (k),B 2 €M n (k) 
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Le fibré cjjj n est G'-linéarisé sur U n = G' /H, donc l'espace total du fibré u>u n est G'-isomorphe à la 
variété 

E X0 := G'x H Al 

où H opère A], par un caractère xo 6 %(H) ; celui-ci est le caractère de H dans A m (Tj n U n ), où 
Tj n U n est l'espace tangent à U n en J„ et m := dim(C/„). 

Fait : le caractère xo 6 %(H) est donné par 



Xo 



H 



'A 


' 




' A 


B 2 


B 1 




1 





c 2 _ 



det(A) ni - n2 det(Gi)" n det(G 2 ) n . 



Comme xo est entièrement déterminé par sa restriction à n'importe quel sous-groupe de Levi 
de H, on fixe 





'A 


' 




'A 


" 




{( 







5 





G 2 


) 



4 e GL n (*),Ci e GL ni _ n (k),C 2 e Gi„ 2 _„(fc) 



un tel sous-groupe de Levi. L'espace tangent Tj n U n s'identifie à g'/f) comme L-module. où g' et 
f) sont les algèbres de Lie de G' et H respectivement. On commence donc par déterminer g' et f) 
comme i-modules. Soient 

Ei ■■= (ex, . . . ,e„) c Vi, 

£ 2 H/l, •••,/«) 

-Fi : = (e„+i, ■ ■ • ,e ni ) c Vi, 

F 2 ■= (fn+l, ■ ■ ■ ,fn 2 ) C ^2, 

qui sont des L-sous-modules de V± et V 2 . On a les isomorphismes de L-modules suivants : 

ViSEieF!, 
V 2 = E 2 ®F 2 , 
Ei = E 2 , 

et donc 

g' =End(^i)eEnd(l/ 2 ) 

=End(^i) eEnd(Fi) ©Hom(£ , i,^i) eHom(^i,£'i) 
e End(£: 2 ) © End( J F 2 ) © Hom(S 2 , F 2 ) © Hom(F 2 , E 2 ), 
f) ^End(E'i) ©Hom(£;i,Fi) ©End(Fi) 
© Hom(F 2 , E 2 ) ® End(F 2 ) . 

On en déduit que 

TjJJ n = End(£Ji) © Hom(£ 2 , F 2 ) © Hom(.Fi,.E 1 ) 

comme i-module. D'où 

A m (T Jb [7„ ) = A" 2 (End(ia ) ) « A" (ri2 - n) (Hom(£ 2 , F 2 ) ) ® A ïl(,il (Hom(Fi , E x ) ) 
^(A"(£J 2 *)) 8n2 - n «) (A" 2 -"(F 2 )) ™ ® (A n (£i))® ni -" ® (A™ 1_n (F*)) " 
= (A n (££))® n2_ " «) (A ,l (£i))® ni ~™ ® (A n ^ n (F 2 )f n ® (A" 1 -"(F 1 *)) 0n 
?(A n (£i)) 8 " 1 " ,lJ «) (A n2 - n (F 2 ))® n ® (A ni - n (FÎ)) 9n 

comme i-module. Le fait annoncé s'ensuit. 

On revient maintenant à la démonstration de la proposition |A.1.5| On cherche pour quelles 
valeurs de n,ni,n 2 la G'-variété E Xo est l'espace total du fibré trivial de U n . D'après [ KKV89L 
Proposition 3.2], on a la suite exacte de groupes suivante : 



X(G) ™ X(H) Pic(G'/H) ï+ Pic(G') 



avec 
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• Pic(G') et Pic(G' / H) les groupes de Picard de G' et G'/H respectivement, 

• X(G') et X(H) les groupes des caractères de G" et de H respectivement, 

• res l'homomorphisme de restriction, 

• p* l'homomorphisme induit par le morphisme de passage au quotient p : G' -»■ G'/H, 

• e l'homomorphisme canonique qui à un caractère \ 6 X(H) associe le fibré en droites E x qui 
est défini comme précédement. 

Or Pic(G') = donc Y\c{G' / H) = X(H)/X(G')^ H . Il s'ensuit que u)jj n est trivial si et seulement si 
Xo 6 X(G'\jj = (det(A) det(Gi),det(A) det(C2)}, c'est-à-dire si et seulement si n\ = n 2 . □ 

On suppose dorénavant que ni = n 2 , alors la variété W//G est de Gorenstein d'après la proposi- 
tion [X?T3J et l'on va en construire des résolutions crêpantes. On considère le diagramme suivant : 



Rl R 2 




Gr(n,Vi*) W//G Gr(n,V 2 ) 



où 



R 1 : = {(M,L 1 )eW//GxGr(n,V{) \ LfcKer(M)}, 
R 2 : = {(M,L 2 )eW//GxGr(n,V 2 ) \ Im(M) c L 2 } , 

et les pij sont les projections naturelles. On note T\ le fibré tautologique de Gr(n, V{), alors Ri 
s'identifie à l'espace total du fibré vectoriel Hom(Vi/Tj L , V 2 ) =T\®V 2 au dessus de Gr(n, V*). De 
même, si l'on note T 2 le fibré tautologique de Gr(n, V 2 ), alors R 2 s'identifie à l'espace total du fibré 
vectoriel Hom(^,,T 2 ) = Vf <S> T 2 au dessus de Gr(n, V 2 ). 

Les variétés R\ et R 2 sont lisses et donc les morphismes pu et p 2 i sont des résolutions des 
singularités de W//G. Le lieu exceptionnel X\ := pj^({/ n _i) (resp. X 2 := P2i(^«-i)) de p\\ (resp. 
de p 2 i) est de codimension n 2 - n + 1 > 2 (resp. nx - n+ 1 > 2). Donc les résolutions pu et p 2 i son t 
crêpantes. 

On considère maintenant R := R\ x\y//G R2- Alors 

R={(M,L 1 ,L 2 )£W//GxGr(n,V{)xGr(n,V 2 ) \ L\ c Ker(M) et Im(M) c L 2 } 
sHom(^/T 1 ± ,T 2 ) 
= Ti ® T 2 

qui est l'espace total d'un fibré vectoriel au dessus de Gr(n, V^*) x Gr(n, V 2 ), donc une variété lisse. 
On a le diagramme cartésien : 




où 0, 4>± et <p 2 sont les projections naturelles. En particulier, <fi est une résolution de W//G qui 
domine pu et p 2 i. 

Proposition A. 1.6. Si n < 2, alors la résolution 7 : H -*■ W//G n'est pas crêpante. 
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Démonstration. Les morphismes <pi et </>2 sont surjectifs mais ne sont jamais des isomorphismes 
(car n < ni, 712), donc d'après le lemme A.1.2| la résolution <fi n'est jamais crêpante. Donc, toujours 
d'après le lemme A. 1.2 si une résolution de W//G se factorise par 0, alors elle n'est pas crêpante. 
Si n= 1, alors 7 s'identifie à <f> grâce à la proposition |2 . 1 . 1 6| 

Si n = 2, alors d'après le théorème |2.1.25[ la résolution 7 s'identifie à (f>o q, où q est l'éclatement de 
la section nulle dans R = T\ <S> T2 . 

Dans les deux cas, on en déduit que 7 n'est pas crêpante. □ 



A. 1.4 Situation 3 

On se place dans la situation 3 et on reprend les notations de la section |3.1| On suppose que la 
variété déterminantielle symétrique W//G = S 2 (V'*)- n est singulière et de Gorenstein, c'est-à-dire 
que n' - n = 2p + 1 pour un certain entier p. Lorsque n = 2, on a vu que 7 : H -*■ W//G est une 
résolution. Nous allons montrer la 

Proposition A. 1.7. Si n = 2, alors 7 n'est pas crêpante. 

Démonstration. On commence par construire une résolution de S 2 (V'*)- n pour un n général. 
Soient 

R:= {(Q,L) e S 2 (V*f n xGr(n,V'l I Im(Q) c L}, 

et pi, P2 les projections naturelles sur S 2 (V'*)~ n et Gr(n, V'*) respectivement. Le morphisme pi 
permet d'identifier R à l'espace total du fibré vectoriel S 2 (T), où T est le fibré tautologique de 
Gr(n,V'*). Il s'ensuit que R est une variété lisse et donc pi est une résolution de S 2 (V'*)- n . 
D'après le théorème |3.1.11[ lorsque n = 2 on a 




S 2 (V'*)- n 

où q est l'éclatement de la section nulle dans R = S 2 (T). En particulier, q n'est pas un isomorphismc 
et donc, d'après le lemme |A.1.2| la résolution 7 n'est pas crêpante. □ 

Remarque A. 1.8. On peut montrer que pi : R -*■ S 2 (V'*)- n n'est jamais crêpante. En particulier, 
si n = 1, alors H = R et 7, qui s'identifie à pi, n'est donc pas crêpante. 



A. 1.5 Situation 5 

On se place dans la situation 5 et on reprend les notations de la section |3.3| On suppose que la 
variété déterminantielle antisymétrique W//G = A 2 (V'*)- n est singulière, c'est-à-dire que n' > n. 
On a vu que A 2 (V'*)- n est toujours de Gorenstein, donc lorsque 7 : T-L -* W//G est une résolution, 
il est naturel de se demander si celle-ci est crêpante. Si n = 2, alors Sp2(k) = SL2(k) et donc 7 
n'est pas crêpante d'après la proposition |A.1.4| Il reste à traiter le cas n = 4. La proposition qui 
suit se démontre de manière analogue à la proposition A. 1.7 (il suffit essentiellement de remplacer 
partout S 2 (V'*Y n par A 2 (V'*) in ). 



Proposition A. 1.9. Si n = 4, alors 7 n'est pas crêpante. 



Remarque A. 1.10. J'ignore si les variétés quotient W//G qui apparaissent dans ce mémoire ad- 
mettent ou non des résolutions crêpantes (à l'exception de Ri et de R2 pour la variété détermi- 
nantielle) . 
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A. 2 Résolutions symplectiques de fi 1 (0)//G 
A. 2.1 Généralités 

L'article d'exposition |Fu06a_ fournit une introduction détaillée aux variétés symplectiques et à leurs 
résolutions. Soit X une variété normale dont la partie lisse X leg admet une forme symplectique fl 
telle que pour n'importe quelle résolution / : Y -> X, la 2-forme /*(£!) s'étend en une 2-formc 
sur Y tout entier. On dit alors que (X, il) est une variété symplectique. Si de plus f*(ilx) s'étend 
en une forme symplectique, alors la résolution / est dite symplectique. Si (X, SI) est une variété 
symplectique, il doit être souligné que X n'admet pas toujours de résolution symplectique, et que 
lorsqu'elle en admet, il peut en exister plusieurs non-isomorphes. 

Soit maintenant {X, il) une variété symplectique dans laquelle un groupe réductif G opère sym- 
plectiquement, c'est-à-dire que l'opération de G préserve il. Il existe une application G-équivariante 
[i : X ^ g* , où q est l'algèbre de Lie de G, telle que : 

VxeX, VÇeT.X, VM e 0, D/z x (£)(M) = Mx). 

Une telle application fi est appelée application moment pour l'opération de G dans (X, SI) et est 

G 

définie à un élément près de (g*) . 

On rappelle le résultat suivant dû à Kostant, Kirillov et Souriau (voir par exemple [Fu06a, §2.2] 
pour plus de détails) : 

Proposition A. 2.1. La normalisation de l'adhérence d'une orbite nilpotente dans une algèbre de 
Lie semi-simple complexe est une variété symplectique. 

On e n dédu it que les composantes irréductibles des quotients /x _1 (0)//G étudiés dans les sections 
sont des variétés symplectiques. On note p\ : /i^ 1 (0)//G° -»■ /x _1 (0)//G le morphisme 



2.2 



3.4 



et 



3.5 



considéré dans la section 3.4.2 Si d < n, alors pi est un isomorphisme. Si d > n, alors c'est un 
revêtement double ramifié. 

Lemme A. 2. 2. La variété /x _1 (0)//G° est symplectique. 

Démonstration. Le cas d < n est trivial, on peut donc supposer que d > n. On considère le dia- 
gramme commutatif suivant : 

(1.4) X' ^X 

f f 

où / est une résolution de /Lt _1 (0)//G et /' est une résolution de /z _1 (0)//G° qui fait commuter le 
diagramme (une telle résolution existe toujours). On tire en arrière par pi la forme symplectique 
il sur [2 n A d-2 n] c ^(Oy/G. On obtient une forme symplectique Î7' sur p 1 1 (C[ 2 ",i d - 2 '»]) qui 
s'étend sur l'ouvert lisse de /^ _1 (0)//G° de manière unique. En effet, le complémentaire de l'orbite 
ouverte est de codimension au moins 2. Ensuite, f °h est une résolution de la variété symplectique 
/i -1 (0)//G, donc (foh)*(n,) se prolonge en une 2-forme non sur X' tout entier. Comme le diagramme 



(1.4| commute, (/ o h)* (il) coïncide avec f'*(n') sur l'ouvert (pj 1 (0 [2 « ,1^-2».])) et le résultat 



s ensuit. □ 



Les résolutions symplectiques des adhérences d'orbites nilpotentes ont été étudiées par Fu et 
Namikawa dans |Fu03a| . |Fu03b| . |Fu06b| . |FN04| et |Nam04| . Malheureusement, les résolutions 
symplectiques des revêtements finis de degré pair d'orbites nilpotentes sont peu connues, et j'ignore 
si /i _1 (0) Il SO(V) admet ou non des résolutions symplectiques. Dans ce qui suit, on détermine les 
liens entre le morphisme de Hilbcrt-Chow 7 : H^ nn -*■ /i _1 (0)//G (lorsque celui-ci est une résolution) 
et les résolutions symplectiques (éventuelles) de /i _1 (0)//G. 
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A.2.2 Situation 2 

On reprend les notations de la section 



2.2 



On a vu que [i~ 1 (0)//G = 0r 2 w j i<i-2W] et donc /j,~ 1 (0)//G 
admet toujours une résolution symplectique (|Fu03a Corollary 3.16]). Plus précisément, on dis- 
tingue deux cas : 

• Si N = | (c'est-à-dire si d est pair et si | < n), alors /i _1 (0)//G admet une unique résolution 
symplectique (à isomorphisme près) : R-> fi~ 1 (0)//G où 

R:={(f,L)eiT\0)//GxGr(N,E) | Im(/)c£cKer(/)} 

et est la première projection (|Fu06b, §2]). On note T le fibré tautologique de Gr(N,E) et E le 
fibré trivial de fibre E au dessus de Gr( N, E) , alors R = Hom(_B/r, T) qui est le fibré cotangent de 



Gr(7V, E). Le corollaire 2.2.18 nous permet de déduire la 

Proposition A. 2. 3. Si d est pair et d< n+1, alors 7 : % P " n -> /Lt _1 (0)//G est l'unique résolution 
symplectique de fj,~ 1 (0)//G. 

En revanche, si n = 2 et d = 4, a/ors "HP" 11 = BlQ(Hom(E/T, T)), et donc 7 n'es£ pas /a résolution 
symplectique de /i _1 (0)//G (mais 7 se factorise par celle-ci). 

• Si TV < | (c'est-à-dire si | > n ou si d est impair), alors fi~ 1 (0)//G admet exactement deux 
résolutions symplectiques non-isomorphes (|Fu06b, §2]) données par : 



T*Gr(iV,£:) 



T*Gr(d-N,E) 





M" 1 (0)//G 



• T*Gt(N,E) = € ^ 1 (0)//Gx Gr(7V,£) | Im(/) c L x } est le fibré cotangent de 
Gt(N,E), 

• T*Gr(d- N,E) = {(f,L 2 ) e /i _1 (0)//G x Gr(d - 2V, B) | L 2 c Ker(/)} est son dual, 

• les morphismes 0j sont les projections sur le premier facteur. 

Soient En.cI-n la variété de drapeaux partiels introduite dans la section 2.2.3 E le fibré trivial 
de fibre E au dessus de Ema-n et T\, T 2 les fibrés vectoriels de la définition 2.2. 13| On considère 

R : = {(/, L lt L 2 ) e Ai _1 (0)//G x Gr(iV, E) x Gr(d - N, E) | Im(/) ci lC i 2 c Ker(/)} 

sHom( ; B/T2 ) T 1 ) 

qui est une composante irréductible (lisse) du produit fibré de T*Gr(N,E) et T*Gr(d - N, E) au 
dessus de /x _1 (0)//G. La première projection tj> : R -*■ // _1 (0)//G est une résolution de /z _1 (0)//G 
et c'est la résolution minimale qui domine les deux résolutions symplectiques de /x _1 (0)//G. Le 
corollaire |2.2.18| nous permet de déduire la 

Proposition A.2.4. Si n = 1 et d > 3, alors 7 : "H prin 
Si n = 2 et d> 5, alors 7 se factorise par (j) mais H P " 
on a le diagramme commutatif suivant : 

(1.5) H prin 



* p,- 1 (0)// G s'identifie à<j>: JJ-» ^ _1 (0)//G. 
n'esi pas isomorphe à R. Plus précisément, 




T*Gï{d- N,E) 



M" 1 (0)//G 



où / es£ l'éclatement de la section nulle dans R = Hom(_B/T2, Ti) . 
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A.2.3 Situation 3 



On reprend les notations de la section 3.4 On a vu que /i _1 (0)//G = C[ 2 n 1 2(d-jv)j, et donc /x _1 (0)//G 
admet une résolution symplectique si et seulement si N = d ([Fu03a l Proposition 3.19]), c'est-à-dire 
si d < n. Dans ce cas, /Lt _1 (0)//G admet une unique résolution symplectique ; celle-ci est donnée par 
T*IGi(d, V'*), le fibré cotangent de IGr(d, V'*) (c'est une conséquence de |Fu03a) Main Theorem] 
et de |FN04I Proposition 3.5]). 



Pour pouvoir comparer cette résolution symplectique avec celles données par le corollaire |3.4.11 



il faut exprimer le fibré T*IGr(d, V'*) en fonction du fibré tautologique T de IGr(d,V'*). La 
variété IGr(d, V'*) est G'-homogène, donc il existe un sous-groupe parabolique P c G' tel que 
IGr(d,V'*) = G' /P. On note p l'algèbre de Lie de P, alors l'espace tangent à G'/P au point base 
est isomorphe à g'/p comme P-module. On note Eq c V'* le sous-espace de dimension d stabilisé 
par P. Un calcul similaire à celui effectué dans la preuve de la proposition | A . 1 . 5] permet de montrer 
que g'/p = S 2 (Eq) comme P-module. Il s'ensuit que 

I*IGr(d, V'*) = S 2 (T). 



Le corollaire 3.4.11 nous permet de déduire la 



Proposition A. 2. 5. Si d < s ^ , alors 7 : G-"H prm -*■ \i 1 (0)//G est la résolution symplectique de 
/' : (")//G. 

En revanche, si d = n = 2, alors G-"H prm = BIq(S 2 (T)) et donc 7 n'est pas la résolution symplectique 
de /x _1 (0)//G (mais 7 se factorise par celle-ci). 



A. 2.4 Situation 5 

On reprend les notations de la section [3. 5 1 On a vu que 



/ i- 1 (0)//G 



Q[ 2 n |1 2(J-n)] si d> n, 

C[ 2 d-i i i2] si d < n et d est impair, 



0^ u C^/dj si d < n et d est pair. 



On a le critère suivant, dû à Fu (|Fu03a, Proposition 3.20]), pour savoir si l'adhérence d'une orbite 
nilpotente dans q' admet une résolution symplectique : 



Proposition A. 2. 6. La variété symplectique 0[k 1 ....,k r ] admet une résolution symplectique si et 
seulement si : 

• ou bien il existe un entier pair q + 2 tel que les q premières parts de \k\, ■ ■ ■ , fc r ] sont impaires 
et toutes les autres parts sont paires, 

• ou bien il existe exactement deux parts impaires dans [fci, . . . ,k r ] qui sont en position Ira - 1 
et 2m pour un certain m > 1. 

On en déduit que les composantes irréductibles de /u _1 (0)//G admettent des résolutions sym- 
plectiques si et seulement si d < n + 1. On distingue alors les deux cas suivants : 
• Si d < n et d est pair, alors Yj = C^ 2 dj (resp. Yjj = Oï* d -,) admet une unique résolution symplectique 

(à isom orphisme près) 0/ : T*OG r 7 (d, V'*) -* Yj (resp. cp a : T*OGr H ( d V'*) -> Y n ) d'après 
|FN04I Proposition 3.5] et |Fu03al Main Theorem]. On déduit du corollaire [3.5. 12| la 

Proposition A.2.7. Si d < f + 1 et d est pair, alors 7 : "Hf'P" 11 ^ Fj (resp. 7 : H 1 /'*™ -»• Y n ) 
est l'unique résolution symplectique de Yj (resp. de Yjj). 

En revanche, si d = n = 4 alors -H s 7 - prin = BZ (A 2 (T/)) (resp. H I s I > plin = Bl (A 2 (T n ))) et donc 
7 : "H /,pnn Yj (resp. 7 : "H //,prm -* Yjj ) n'est pas la résolution symplectique de Yj (resp. de Yjj ), 
mais 7 se factorise par celle-ci. 
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• Si3<d<n + letd impair, alors /i 1 (0)//G = C[ 2 d - 1 ,i 2 ] admet exactement deux résolutions 
symplectiques non isomorphes f |Fu06bl §2]) données par : 

T*OGr I (d,V"') T*OGr n (d,V'*) 




M- X (0)//G 



où OGr / (d, V'*) et OGr /7 (d, V'*) sont l es deux composantes irréductibles de la grassmannienne 
isotrope introduite dans la section 



3.1.1 



^ et T*OGr J (d,V'*) (resp. T*OGr u (d, V'*)) est le fibré 
cotangent de OGr 7 (d,y'*) (resp. de OGt 1 (d,V*)). On souhaite comparer ces résolutions symplec- 
tiques avec les résolutions obtenues dans la section |3.5.3| En raisonnant comme dans la situation 
3, on montre que 



(1.6) 



T*OGr(d, V'*) = A 2 (T), 



où T est le fibré tautologique de OGr(d, V'*). On no te Tj (resp. Tu) la restriction de T à 
OGr J (d,y'*) (resp. à OGr 77 (d, V'*)). On déduit de (Të) que 

T*OGr 7 (d, V'*) = A 2 (T,), et 
T*OGT n (d, V'*) = A 2 (T H ). 

Le cor ollaire 1 3 . 5 . 1 2 1 nous permet de déduire la 

Proposition A. 2. 8. Si (d = 3 et n = 2) ou (d = 5 ei n = 4j, alors /a résolution 7 : 7^ rin ->■ 
[T 1 (0) // 'G n'esi pas symplectique. 

Malheureusement, j'ignore si 7 domine ou non les deux résolutions symplectiques de /i _1 (0)//G. 



Annexe B 



Les points fixes de B' comme 
sous-schémas de W 



On reprend les notations de la section |1.4.1| Dans tout ce qui suit, on considère les points de 
W(k) comme des sous-schémas fermés de W. On souhaite étudier les propriétés géométriques des 
déformations plates G-équivarientes de G dans W. Par définition du schéma de Hilbert invariant, 
les points fermés de H pTln sont précisément ces déformations dans les exemples que nous avons 
traités. Lorsque G = SL n (k) ou G m , on a déterminé la famille universelle n : X T-L (propositions 



1.5.21 et 2.1.16), on connaît donc explicitement les (deux) classes d'isomorphisme des déformations 
plates de G dans W . Dans les autres situations, la famille universelle n'est pas connue. Néanmoins, 
nous allons voir que si l'on connaît les propriétés géométriques des points fixes de B' , alors on peut 
en déduire certaines propriétés géométriques de tous les points de H(k). 

Proposition. On note (P) l'une des propriétés suivantes : 

• être de Cohen-Macaulay, 

• être normal, 

• être réduit, 

• être lisse. 

Si tous les points fixes de B' dans Ti(k) vérifient la propriété (P), alors tous les points de H(k) 
vérifient la même propriété (P). 

Démonstration. D'après [Gro66 Théorème 12.1.1 et Théorème 12.1.6], l'ensemble 

E := {z e X(k) | la fibre schématique k~ (■ïï(z)) ne vérifie pas (P) au point z] 
est un fermé de X(k). Ce fermé est bien sûr G' x G-stabl e par homogénéité. Le morphisme ir est G- 



invariant, affine et on a montré dans la preuve du lemme 1.1.3 que (tt*Ox) = Ou- Donc, la famille 



universelle coïncide avec le morphisme de passage au quotient au sens de la théorie géométrique des 
invariants. Il s'ensuit que 7r envoie les fermés G-stables de X(k) dans des fermés de H(k), et donc 
tt(E) est un fermé de H(k). Le morphisme tt étant G'-équi variant, le fermé tt(E) est G'-stable. En 
particulier, d'après le lemme |1.2.1| ou bien il contient au moins un point fixe de B' ou bien il est 
vide (auquel cas E est aussi vide). On a donc deux alternatives : 

• tous les points de H{k) vérifient la propriété (P), ou bien 

• il existe au moins un point fixe de B' dans % qui ne vérifie pas la propriété (P). 

Et c'est précisément le résultat que nous avions annoncé. □ 

Motivés par cette proposition, nous allons étudier les propriétés géométriques des différents 
points fixes de B' dans T-L. Tous les calculs qui suivent sont effectués à l'aide de |GSI Macaulay2]. 
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B.l Situation 2 
B.l.l Cas dim(V) = 2 



Avec les notations de la section 2.1.4 on a / = (fi, . . . , f^, h\, . . . , I14). Cet idéal n'est pas premier : 
il contient xnyn mais ne contient ni x\\ ni j/n. On vérifie que l'idéal / est égal à son radical, 
autrement dit, le schéma affine Zq = Spec(k[W]/I) est réduit mais n'est pas irréductible. En fait, 
Zq est la réunion des quatre fermés irréductibles de dimension 4 dans W définis par les idéaux 
suivants de k[W] : 



(#11, X12, x 2 i, X22), 
(2/11,2/12,2/21,1/22), 

{xu, X21, 2/222/11 -2/212/12,2/222:12 + 2/12^22, 2/21^12 + 2/11^22), 
(î/ii, 2/21, ^22^11 -a; 2 ixi2,î/22^ii + 2/12^21, 2/22^12 + 2/122:22 )• 

7{i) . 



Pour i = 1,...,4, on note Zq := Spec(k[W]/ Ki) la composante irréductible de Zq définie par 



l'idéal Ki. On a Z ( q 1] = Hom(V,V 2 ) et Z^> = RomiV^V) qui sont des sous-espaces vectoriels de 



7(2) 



W. Et 



4 S) = {([0 «] .«a) 6 W I rg( M2 ) < 1 et ^(v) = 0} . 













e W | rg(ui) < 1 et o ui = \, 



,(4) 



qui sont des cônes affines singuliers uniquement en 0. On vérifie que ces quatre composantes irré- 
ductibles sont normales, de Cohen-Macaulay (en fait Zq lui-même est de Cohen-Macaulay) , qu'elles 
contiennent une orbite ouverte de G mais qu'une orbite générale de B' est de codimension 1 dans 
chacune d'elles. On s'intéresse maintenant aux intersections des composantes irréductibles de Zq : 



• zPnZ, 



(2) 



• zfnZ 



(3) 



• zPnZ, 



(4) 



{0}, 

(eS)®V, 
V*®(f 2 ), 



Z { a 2) n Z { q A) = {m e Hom(Vi,F) | rg(u x ) < 1} est un cône affine de dimension 3 singulier 
uniquement en 0, 



• zP n Z, 



(30 



{«2 £ Hom(y, V2) | rg(u 2 ) < 1} est un cône affine de dimension 3 singulier 



uniquement en 0, 

Zf\ 
en 0. 



Z^nZ^ = {(y, (f) e VxV* | <p(v) = 0} est un cône affine de dimension 3 singulier uniquement 



On en déduit que le lieu singulier de Z , noté Sing(Z ), est la réunion de trois fermés irréductibles 
de codimension 1 dans Zq : 

Sing(Zo) = (Z^ n Z^) u (Z^ n Z^) u (Z< 3) n Z^). 
B.l. 2 Cas dim(V) = 3 



Avec les notations de la section 2.1.5 on a / = (/1, . . . , /g, h\, . . . , /ig, s%, . . . , se,ti, . . . , £0)- Cet idéal 
n'est pas premier : il contient £112/11 mais ne contient ni a^n ni j/n. On vérifie que / est égal à son 
radical, autrement dit le schéma affine Zq = Spec(k[W]/ 1) est réduit mais n'est pas irréductible. 
En fait, Zq est la réunion de huit fermés irréductibles de dimension 9. Les composantes irréductibles 
de Zq sont : 



Hom(V,y 2 ), 
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,(2) 



• Z 



(3) 



• Z, 



(5) 



,(6) 



• Z, 



(7) 



• Z, 



(8) 



Hom(Vi,V), 

{([0 «3],«a)6W|rg(u2)^2etU2(«3) = 0}, 
eVF | rg( Ul )<2et 3 o u, = j , 

{([0 v 2 v 3 ] ,u 2 ) e VF | rg(w 2 ) < 1 et u 2 (v 2 ) = u 2 (v 3 ) = 0}, 







" " 


\ 


! 













_03_ 


/ 



Ui, 



e VF | rg(ui) < l et 4> 2 o m = 4>s o m = . 



[0 «2 us] , 



"0x" 


\ 




02 




€ W 


_03_ 


/ 







" " 


\ 




«2 "a] , 


02 




€ W 




_03_ 


1 





w 2 et W3 sont colinéaires, 
02 et 03 sont colinéaires, 
Vî, j, <f>i(Vj) = 0, 

w 2 et i>3 sont colinéaires, 
02 et 03 sont colinéaires, 
Vî, j, 0i(«j) = 0, 



On vérifie que ces huit composantes irréductibles sont normales, de Cohen-Macaulay (mais pas Zq 
lui-même), qu'elles contiennent une orbite ouverte de G mais qu'une orbite générale de B' est de 
codimension 3. On vérifie ensuite que le lieu singulier de Zq, noté Sing(Zo), est de codimension 1 
dans Z et que 

Sing(Z ) = U(^ <) n^o C, ' ) )- 

i<j 



B.2 Situations 3 à 5 



B.2.1 Cas ^^[(T/) = 2 dans la situation 3 



Avec les notations de la section 3.1.2 on a / = f 2 , / 3 , h\, h 2 ). Cet idéal n'est pas réduit : il 
contient x\ mais ne contient pas x\. On vérifie que / = (xi,y±,x 2 ) n (x 2 ,y 2 ,x1), et donc Zq = 
Spec(k[W]/I) est la réunion des deux "droites épaisses" définies par les idéaux (xi,yi,x 2 ) et 
(x 2 ,y 2 ,xl). 



B.2. 2 Cas dim(V) = 3 dans les situations 3 et 4 

On se place dans l'une des situations 3 ou 4 et pour i = 1, 2, on note Zi := Spec(k[W]/Ii). On vérifie 
que l'idéal /j n'est pas réduit mais que son radical est premier, ce qui signifie que Zi est un schéma 
irréductible mais non réduit. Dans la situation 4 (mais pas dans la situation 3), le schéma Z\ est 
de Cohen-Macaulay. Enfin dans les situations 3 et 4, le schéma Zi muni de sa structure réduite est 
un cône affine singulier uniquement en l'origine, normal et de Cohen-Macaulay. 



B.2. 3 Cas dim(V) = 4 dans la situation 5 



Avec les notations de la section 3.3.3 on a / = (/i, . . . , fe, h\, . . . , /15). Cet idéal est premier; il 
s'ensuit que Z ■■= Spec(k[W]/I) est une variété. On vérifie que Z est normale, de Cohen-Macaulay 
et que son lieu singulier est de codimension 3. 
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Résumé 



Pour toute variété affine W munie d'une opération d'un groupe réductif G, le schéma de Hilbert 
invariant est un espace de modules qui classifie les sous-schémas fermés de W, stables par l'opération 
de G, et dont l'algèbre affine est somme directe de G-modules simples avec des multiplicités finies 
préalablement fixées. 

Dans cette thèse, on étudie d'abord le schéma de Hilbert invariant, noté H, qui paramètre les 
sous-schémas fermés GL(V)-stables Z de W = V® ni ® V* mri2 tels que k[Z] est isomorphe à la 
représentation régulière de GL(V) comme GL(V)-module. Si dim(V) < 2, on montre que H est 
une variété lisse, et donc que le morphisme de Hilbert-Chow 7 : T~L -> W//G est une résolution 
des singularités du quotient W//G. En revanche, si dim(V) = 3, on montre que H est singulier. 
Lorsque dim(V) < 2, on décrit H par des équations et aussi comme l'espace total d'un fibré vectoriel 
homogène au dessus d'un produit de deux grassmanniennes. 

On se place ensuite dans le cadre symplectique en prenant ni = n 2 et en remplaçant W par 
la fibre en de l'application moment u : W -*■ End(V). On considère alors le schéma de Hilbert 
invariant T-L s qui paramètre les sous-schémas contenus dans /x _1 (0). On montre que H s est toujours 
réductible, mais que sa composante principale H^ Tln est lisse lorsque dim(V) < 2. Dans ce cas, le 
morphisme de Hilbert-Chow est une résolution (parfois symplectique) des singularités du quotient 
u~ 1 (0)//G. Lorsque dim(V) < 2, on décrit "HP" 11 comme l'espace total d'un fibré vectoriel homogène 
au-dessus d'une variété de drapeaux. 

Enfin, on obtient des résultats similaires lorsque l'on remplace GL(V) par un autre groupe 
classique (SL(V), SO(V), 0(V), Sp(V)) que l'on fait opérer d'abord dans W = V Bn , puis dans 
la fibre en zéro de l'application moment. 

Asbtract 

Let W be an affine variety equipped with an action of a reductive group G. The invariant 
Hilbert scheme is a moduli space that classifies the G-stable closed subschemes of W such that the 
affine algebra is the direct sum of simple G-modules with previously fixed finite multiplicities. 

In this thesis, we first study the invariant Hilbert scheme, denoted T-L. It parametrizes the 
GL(V)-stable closed subschemes Z of W = V® ni ® V*® 712 such that k[Z] is isomorphic to the 
regular représentation of GL(V) as GL(y)-module. If dim(V) < 2, we show that "H is a smooth 
variety, so that the Hilbert-Chow morphism 7 : H -*■ W//G is a resolution of singularities of the 
quotient W//G. However, if dim(y) = 3, we show that H is singular. When dim(V) < 2, we describe 
H by équations and also as the total space of a homogeneous vector bundle over the product of 
two Grassmannians. 

Then we consider the symplectic setting by letting m = n 2 and replacing W by the zéro 
fiber of the moment map fi : W -*■ End(V). We study the invariant Hilbert scheme H s that 
parametrizes the subschemes included in ^i _1 (0). We show that H s is always reducible, but that 
its main component H^ rin is smooth if dim(y) < 2. In this case, the Hilbert-Chow morphism 
is a resolution of singularities (sometimes a symplectic one) of the quotient ^i _1 (0)//G. When 
dim(V) = 3, we describe H^ rin as the total space of a homogeneous vector bundle over a flag 
variety. 

Finally, we get similar results when we replace GL(V) by some other classical group (SL(V), 
SO(V), 0(V), Sp(V)) acting first on W = V® n , then on the zéro fiber of the moment map. 
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Schéma de Hilbert invariant, résolution des singularités, théorie des invariants, variété déterminan- 
tielle, orbite nilpotente, singularité symplectique, fibré vectoriel homogène. 
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